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تم بيع اكثرمن ٠٠‏ مليون نسخة من ملخصات شوه! 


© يغطى جميع أساسيات المنهج 

© يحتوى على الكثير من المسائل المحلولة حلا كاملا 

© أفضل وسيلة دقيقة وموجزة لمساعدة الطالب على 
التفوق والنجاح 

أيرز 

موير 


لملر 


7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


حساب المثلثات 


المؤلف 
د. فرانك أيرز 
د. روبرت موير 


محرر الموجر 
د. جورج ج. هادمينوس 


ترجمة 
مهندس/ سعيد فرج إسكندر 
مهندس بالتعليم الفنى 
مراجعة 


أ / إنتصارات محمد حسن الشبكى 
أستاذ الرياضيات البحنة ورئيس القسم السابق 
كلية علوم جامعة عين شمس 


الدار الدولية للاستثمارات الثقافية .م.م 
قمر 


© م ١‏ 21500 
حقوق النشر 
11" 

رم 


5ه عامة8آ 
1/01 )و1106 


656 قايرت الم .82آ ركعنقةجمم) 11111 جدرناء10 ع1" و5 2002 © اطع زمم :مه10ألط طمااودكا 
الف ظكذخ؟ كالاء تتاكة 127 لدكناالنا© 101 عكنا0آ ل083[أفدرعتهآ نز6 2004 © أطمتتزمم) :ه801 عاطاهم 
لإط 01 10510 'ثقة لأ لعاناطأنائأل 01 لعع200مع: ع5 /(213 ضمتاق انام ذنطا 01 أكقم 20 ,0ع0رع25 كااوا؟ 
آه همأدكتهمعم معأاتر؟ ممم غطا انامطائ؟ ,تمعاكلزى لوبعتماءر ره عكذ] 0813 2 هذ لءرما؟ 5ه ,كققعم لايق 
.61 كذانام عط 


5خ 5 122765111161815 [1"8نا)[نا') 101 1101156 122672801081 
21-3 1-1023 ,)5 01م 21-0 تدنطة102 ,8 
أمزوظ ,ننه رادع الا 5زامومناء1] 
عه لمن اماعط :القم-ظآ 


الطبعة العربية الأولى حقوق الطبع والنشر © 2004؛ جميع الحقرق محفوظة للدار الدولية للاستثمارات 

الثقافية ش .م.م. لا يجوز نشر أى جزء من هذا الككتاب أو اخختزان مادته بطريقة الاسترجاع أو نقله على أى 

وجه أو بأى طريقة سواء كانت إلكترونية أو ميكانيكية أو بالتصوير أو خلاف ذلك إلا بموافقة الناشر على 
هذا كتابة ومقدماً 


الدا الدولية للاستثمارات الثقافية 
8 إبراهيم العرابى النزهة الجديدة ‏ مصر الجديدة ‏ القاهرة.ج مع 
ص . ب : 5599 هليوبوليس غرب/ القاهرة. تليفرن : 6222105/6221944 فاكس : 6221944 (00202) 
بريد إلكتررنى : اعه.ءلمناجماعطا 


1.5.8.1: 977-82-7 


كتب أخرى فى 
سلسلة ملخصات شوم إيزْى 


ملخص شوم إيزى : الفيزياء العامة 

ملخص شوم إيرى : الفيزياء التطبيقية 
ملخص شوم إيزى : الكهرومغناطيسيات 
ملخص شوم إيزى : الكيمياء العامة 

ملخص شوم إيرزى : الكيمياء العضوية 

ملخص شوم إيزى : البيولوجيا 

ملخص شوم إيزى : البيولوجيا الجزيئية وبيولوجيا الخلية 
ملخص شوم إيزى : الورائة 

ملخص شوم إيرى : الجبر العام 

ملخص شوم إيرى : الجبر الأساسى 

ملخص شوم إيزى : الهندسة 

ملخص شوم إيزى : الاحتمالات والإحصاء 
ملخص شوم إيزى : الإحصاء 

ملخص شوم إيرى : مبادئ التفاضل والتكامل 
ملخص شوم إيزى : حساب التفاضل والتكامل 
ملخص شوم إيزى : مرجع رياضى لأهم القوانين والجداول 
ملخص شوم إيزى : الرياضيات المنفصلة 
ملخص شوم إيزى : البرمجة بلغة ++0) 
ملخص شوم إيزى : البرمجة بلغة 141/4 
ملخص شوم إيزى : أساسيات الكهرباء 

ملخص شوم إيزى : مبادئ الاقتصاد 

ملخص شوم إيرى : الإحصاء التجارى 

ملخص شوم إيرى : مبادئ المحاسبة ‏ 

ملخص شوم إيزى : مقدمة فى علم النفس 


فرانك أيرز 

سبق له العمل كأستاذ ورئيس لقسم الرياضيات بكلية ديكنسون بمدينة 
كارل أيسل بولاية بنسلفانيا. وهو مؤلف ثمانية كتب بعنوان ملخصات 
شوم منها علم حساب التفاضل والتكامل والمعادلات التفاضلية 
والرياضيات العامة. 


روبرت موير 

'مدرس الرياضيات بجامعة ولاية فورت فالى بمدينة فورت فالى بولاية 
جورجيا وسبق له العمل رئيسًا لقسم الرياضيات والفيزياء. كما سبق 
له العمل مستشارا للرياضيات للجمعية التعاونية للمدارس العامة لخمس 
مقاطعات. كما درس الرياضيات بالمدارس الثانوية فى الينوى. حصل 
على درجة الد كتوراه فى نعليم الرياضيات من جامعة الينوى ودرجتى 
البكالوريوس والماجستير من جامعة الينوى الجنوبية. 


جورج ج. هادمينوس 

درس فى جافغة دالا وأجرى أبطانا لدى: المركو الطبى الجافعة 
ماساشويستس وجامعة كاليفورنيا فى لوس أنجلوس. وهو حاصل على 
درجة البكالوربوس من جامعة ولاية أنجلو ودرجتى الماجستير 
والد كتوراه من جامعة 'تكساس بدالاس. وهو مؤدلف عدة كتب ضمن 
سلسلة شوم وملخصات شوم إ.يزى. 


الفصل الأول : الزوايا وتطبيقاتها غ5 
الفصل الثانى الدوال المثلثية للزوايا العامة ا 
الفصل الثالث : الدوال المثلثية للزاوية الحادة 0 
الفصل الرابع تطبيقات عملية 000 هش 
الفصل الخامس2 : الاختزال لدوال الزوايا الحادة الموجبة .. 
الفصل السادس2 : متفبرات ومنحنيات الدوال المثلثية 55 
الفصل السابع العلاقات الأساسية والمتطابقات ”25 
الفصل الثامن الدوال المثلثية لزاويتين ”2 
الفصل التاسع قوانين الجمع والطرح والضرب للزوايا .. 
الفصل العاشر المثلثات المائلة ص5 
الفصل الحادى عشر : مساحة امثلث 00 
الفصل الثانى عشر : الدوال المثلثية العكسية 000 
الفصل الثالث عشر : المعادلات المثلثية 51( 


قائمة المصطلحات العلمية (إنجليزى/عربى) 


١2‏ © © © هه 4# هيه هم مهمه همه :ه وه هو 


7., 216521112 ناما بارا انا 
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لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الأول 


الزوايا وتطبيقاتها 
5 طا[رمرة 220 دعء1ع:411 


فى هذا الفصل: 
لا مقدمة 
”ا الزاوية المستوية 
كا قياس الزوايا 
كا طول القوس 
ا أطوال الأقواس لدائرة الوحدة 
مساحة القطاع 
السرعة الزاوية 


مقدمة 11 111013525050771 
علم حساب المثلثات كما هو واضح من الاسمء 
يشمل قياس أضلاع وزوايا المثلث. وحساب 
المثلثات المستوى:موضوع هذا الكتاب» يختص 
بدراسة المثلثات فى مستوى واحد. وأساس علم 


نوات 


الدوال المثلثية 5هوناء هلا ءأناءم:روهمع1:1, وسوف نقوم بتفسيرها فى 
الفصل التالى. ومن التطبيقات المبكرة استخدام الدوال المثلئية فى 
علوم المساحة والملاحة والهندسة. وتلعب هذه الدوال أيضًا دورا 
هاما فى دراسة كل أنواع. ظواهر التردد كالصوت والضوء والكهرباء. 


وبالتالى سنقدم جزءا معقولاً من الكتاب يتعلق بدراسة الخواص 
والعلاقات بين الدوال المثلثية. 


الزاوية المستوية لعل عسواط 
الزاوية المستوية 107 كما هو موضح بشكل 1-1 مكونة من شعاعين 
م0 و 0. وتسمى نقطة © برأس الزاوية والشعاعان هما ضلعا 
الزاوية. 


شكل 1-1 
ونسمى الزاوية زاوية موجبة إذا كان اتجاه الدوران (المحدد بالقوس) 
عكس اتجاه دوران عقارب الساعة وسالبة إذا. كان انجاه الدوران مع 
عقارب الساعة. 
الزاوية موجبة فى شكل (1-2)8 و ()1-2 وسالبة فى شكل (1-2)0. 


)ع( 


قياس الزوايا كعأعصة ؟ه دععنامدء11 
تعرف الدرجة ”) كوحدة قياس لزاوية مركزية لقوس من دائرة يساوى 
0 من محيط الدائرة. 

الدقيقة (') > 1/60 من الدرجة, الثانية (”) -1/60 من الدقيقة أو 
0 مهن الدرجة. عند تحويل الكسر العشرى من الدرجة إلى دقائق 
أو ثوانى فإن القاعدة العامة هى تحويل الجزء العشرى إلى أقرب دقيقة 
وباقى الزوايا الأخرى تقرب إلى أقرب جزء من المئة ثم إلى أقرب 
ثانية. وعند نحوبل دقائق وثوانى الزوايا إلى كسر عشرى تحول الدقائق 
من الزوايا إلى جزء عشرى والثوانى إلى جزء مئوى. 


مثال 1.1 1 عامسرةءا 


)3( 62.4“ - 62" + 0.4 )60( - 62624“ 


)5( 23.90 > 23“ + 0.9 )607( - 2354“ 


(605) 0.8 + “29913 - “29013.8 - (605) 0.23 + 2990 - “29.23 (ح) 
“8 - 


)0( 37.47 - 370+ 0.47 )607( - 3728.2“ - 37*28“ + 0.2 )605( 
- 7 


(مقربة إلى جزء عشرى) *78.3 - 175/60 + *78 - ”78017 (6) 
(مقربة إلى جزء منوى) “58.37 > 169/3600 + 220/60 + "58 - ”58522/16 (1) 


التقدير الدائرى (20:) يعرف بأنه هو الزاوية المركزية المرسومة 
لقوس من دائرة يساوى نصف قطر الدائرة. انظر شكل 1-3. 


له 


شكل 1-3 


محيط الدائرة -:28 حيث أن + هو نصف قطر الدائرة وزاوية مركزية 
مقدارها *360. لذلك 
١‏ (دائرى) - 180/5 57.2860 -:17'45 570 
و 1 (درجة) -2/180 دائرى 0.107453 .720 
حيث أن : 3.14159 -» : 


مثال 12 *5 - (7:/12()1809/2) 2 20 7 7/12 (3) 1.22 عامصسودر 


التحوبل من دائرى إلى درجات ستينية. 
0 (5:/18) > 180 (50)/180 - "50 (5) 


التجوبل من درجات ستينية إلى دائرى. 


طول القوس مع عدم 
فى دائرة نصف قطرها «, وزاوية مركزية مقدارها 6 بالتقدير الدائرى 
95 شكل 1-4 فإن طول القوس 5 المحدد بالزاوية المركزية 0: 


,- 0 


أى أن: 


طول القوس > نصف قطر الدائرة * الز 


وبة المركزية بالتقدير الدائرى 


مثال 1.3 () طول القوس لدائرة نصف قطرها 30 بوصة لزاوية مركزية 
مقدارها 1/3 دائرى هو: 


35 عط 01 طأعمعا عط ,مز 30 كنأل 2ه عاعماء 2 05 (3) 1.3 عأمسروءط 
:5ا 220 1/3 )0 عاعمة لدعاوعء ج نإ العامععرع )10 


> (301/3 > 0 حر 
() على نفس الدائرة. طول القوس لزاوبة مركزية مقدارها 
0 هو: 


0 أن عاعمة لقتامعء 3 بعاعناء عميوذ عط م0 (5) 
تطأاعمع1 01 عنة هه كأامعءعر6 121 


0 251/3 > (3051/18 0 - ى 


أطوال الأقواس لدائرة الوحدة 
©4111 1ننا 2 ده وععدة 01 سطاأعدء,1 
العلاقة بين النقط التى تقع على خط الأعداد الحقيقية والنقط التى تقع على 


شكل 1-5 
- 12 - 


(تابع) شكل 1-5 


الصفر 0 معلوم على خط الأعداد بالنقطة (1,0) كما هو موضح بشكل 
(1-5)3. الأعداد الحقيقية الموجبة موضحة على الدائرة عكس دوران 
عقارب الساعة شكل (1-5)0. والأعداد الحقيقية السالبة موضحة على 
الدائرة فى اتجاه دوران عقارب الساعة شكل ()1-5. وكل نقطة على 
دائرة الوحدة معلومة بعدة قيم لأعداد حقيقية سواء موجبة أو سالبة. 

نصف قطر دائرة الوحدة طوله الواحد الصحيح, ولذلك فإن محيط 
الدائرة المعلوم بالقانون 27. (هو 27) ونصف محيط الدائرة -2: وربع 
المحيط -<5/2. وكل عدد موجب يقابل طول القوس من الدائرة , 
ومن القانون 6 -6 .1 - 6 - 5 وكل عبدد حقيقى يقابل الزاوية 8 
بالتقدير الدائرى. ومن جهة أخرى كل عدد حقيقى سالب يقابل 
(سالب طول القوس). 

أى أنه يقابل الزاوية السالبة للقوس بالتقدير الدائرى. 


- 13 


مساحة القطاع 6017 013 41:3 
مساحة القطاع # لدائرة نصف قطرها + وزاوية القوس المركزية 6 
بالتقدير الدائرى هى 

1 - / 6 


أى أن: مساحة القطاع للدائرة - 
:/' “ نصفف قطر الدائرة >« نصف قطر الدائرة >< الزاوية المركزية بالتقدير الدائرى . 


مثال 1.4 أوجد مساحة القطاع لدائرة نصف قطرها 05 18, ومحدودة 
بزاوية مركزية مقدارها "50. 
56001 013 3563 عطا رلوء 18 5نالل2: 01 عاأعمك هوعه1 2 1.4 عأمسرة<كا 


وذ 509 02 عأومة أمعامعء خ نز لعأمععرعاما 


يبًا) ته 141 عه نس 5 45 ع 52/18 18(2) ا - شرلا د ع 


- 14 - 


السرعة الزاوية 761017 لو اناعدم 
العلاقة بين السرعة الخطية « والسرعة الزاوية ده (الحرف اللاتينى أوميجا) 
لجسم نصف قطره « هى: 

رن 5 م 
حيث أن وحدة قياس « بالتقدير الدائرى بالنسبة لوحدة الزمن ووحدة 
قياس « هى وحدة مسافة بالنسبة للزمن. 


«, ه لهما نفس وحدة القياس بالنسبة 


الطولية (الخطية). 


مثال 1.5 دراجة تهبط منحدر بسرعة 15 مي ل/ساعة. أوجد السرعة 
الزاوية للدراجة (لفة/دقيقة) إذا كان قطر الطارة 20 يوصة. 


0 2 00/95 مللذاء 239 ذأ 5اءع6 20-10 طغتت عاعلزعن] ىم 1.5 عأمصسدء] 
]06 1005)نااماع, 0[ أععطنا عا كه لإاأع610/ عقاناوهة عط 100 .للدم 15 ]2 
ف لالد 


نصف قطر طارة الدراجة هو 10 بوصات والسرعة الزاوية المطلوبة 
بعدد اللفات/دفيقة لذلك يجب تحويل السرعة الخطية 15 مي ل/ساعة 
إلى وحدة بوصة/دقيقة منصلها. 


ط/م 15 ع نر 
(0أمط/لط)(1/60) له ذ)(12/1) ٠١‏ أطد/ا؟)5280/1) )1 - 
الألتلكا 15,540 - 

نم /لة: 1584 - (قندللة:)(15,540/10) ع عدن 


د 15ب 


لتحويل ه إلى عدد لفات/دقيقة نضرب فى 1 لفة لكل زاوبة نصف 
قطرية (2/:20). 


(1/27()1/20):(نم/ل0ة:)(1584/1) > مامدلل 1584 - ون 
1/11 252 01 (792/()/11152) <- 


مسألة محلولة 1.1 باعتبار أن الأرض عبارة عن كرة نصف قطرها 
0 ميل. أوجد البعد الزاوى لنقطة تصنع زاوية مقدارها 360 شمال 
خط الاستواء. 


0 220105 01 مم5 2 عط 0 طامدظ ع7 علألزناوقة 1.1 تسعتلطمءظ 50160 
27 176 1710111 130110106 36981 غأمم 013 عع2ةأ15ل عط 100 ,لمر 


الحل: 
1ه 2488 > (3960)8/5 - 0  -‏ ,30 2/5 360 


مسألة محلولة 1.2 مدينتان تقعان على خط طول واحد والمسافة 
بينهما 270 ميل. أوجد الفرق فى المدى. 


501560 أققمة أتت 270 5ع تاك 110 1.2 مع اأطوعط‎ 116 02 156 521016 ٠ 
دا ععمعنة] 1ل مأغطا لما‎ 120 
الحل:‎ 


“254.4 ع0 2 
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الفصل الثانى 


الدوال المثلثية للزوايا العامة 


2 01 111110115 111501101121611 
1ش لواعدمءع2) 


فى هذا الفصل: 

كا إحداثيات الخط المستقيم 

”ا إحداثيات المستوى . 

الوضع القياسى للزوايا 

كا الدوال المثلثية للزوايا العامة 

كا الإشارات الربعية للدوال 

يا الدوال المثلثية للزوايا الربعية 

كا الدوال المثلثية غبر المعرفة 

كلا إحداثيات النقط التى تقع على محيط دائرة الوحدة 

كي الدوال الدائرية 
إحداثيات الخط المستقيم عسمارآ 2 دده 65غ)0001:01552) 
الخط المتجه هو خط مستقيم له اتجاه موجب واتجاه آخر سالب. 
ويوضح الاتجاه الموجب برأس سهم وقياس الأعداد يتم على خط 


17س 


8 رم 4 0 ع 
بمو سس سس امس سس أ ص سس م 7س و سم ص م 7مس ص ص مج ص مسر مم جو أ سس سس 0 
1 4 21 ْ 21 1 0 2- 


شكل 2-1 


على هذا المقياس مقدار نقطة 8 هو 4.وحدات 
على يمين نقطة 0 (فى الاتجاه الموجب من النقطة 


(فى الاتجاه السالب من النقطة 06). المسافة 
المباشرة 4+ -08 والمسافة المباشرة 2--00 ومن 
المهم جدا أن نذكر أنه فى حالة تحديد اتجاه الخط المستقيم فإن 
0 * 08 و 00 00. المسافة المتجهة 4--80 وتقاس عكس الانجاه 
الموجب المحدد للخط المستقيم والمسافة المباشرة 2+-0© أى أن 
6 - 2+4 -<08 +00 - 8) و 6- - (2-) + 4- - 00 + 80 2 )8. 


إحداثيات المستوى عطقاط هق صط 5ع)0000158) 


تتكون مجموعة الإحداثيات المتعامدة فى المستوى من عددين من القياس 
(نسمى المحاور) (65*ة) إحداهما أفقى والآخر رسن ونقطة تقاطع 
المحورين هى نقطة الأصل (دنعنته) لكل من الإحدائثيين. ومن المعتاد 
أن نختار الاتجاه الموجب لكل من الإحداثيين كما هو موضح بالشكل 
2-2 يكون موجبًا فى اتجاه اليمين للمحور الأفقى أو محور السينات 
وموجبًا لأعلى على المحور الرأسى أو محور الصادات. ومن المناسب 
أن نختار وحدة قياس واحدة لكل من الإحداثيين. 
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ويمكن نحديد أى نقطة 7 فى المستوى بمعلومية الإحداثيات للنقطة 
أى أن النقطة معلومة البعد عن المحور الإحدائى السينى لنقطة م (شكل 
2-2) معلوم بالبعد 04 -85 والإحداثى الصادى للنقطة معلوم بالبعد 
8 -45 وسوف نشير إلى الإحدائى السينى للنقطة والإحداثى الصادى 
ب (( )م 


شكل 2-2 


تقسم المحاور المستوى إلى أربعة أجزاء نسمى أرباع وترقم على 
الترنيب فى اتجاه عكس دوران عقارب الساعة 17 ,111 ,11 .1. أرقام 
الأرباع وإشارات إحداثيات النقطة لكل قسم موضحة بشكل 2-3. 


نسمى المسافة الغير متجهة م لأى نقطة (8),2 من نقطة الأصل 
بالوتر (أحيانا تسمى المتجه نصف القطرى للنقطة م) ويعطسى 
بالعلاقة: 


الوضع القياسى للزوايا 10و20 5220310 صذ وءاع28م 


بالنسبة لمجموعة الإحداثيات المتعامدة يقال أن الزاوبة فى الوضع 
القياسى عندما يمر متجه الزاوية بنقطة الأصل وبتطابق الضلع الأساسى 
للزاوبة مع الاتجاه الموجب لمحور السينات» 

وتسمى الزاوية بزاوية الربع الأول ماوع اههرفهد5-0: أو الزاوية 
التى تقع فى الربع الأول عندما يكون الضلع الخارجى للزاوبة يقع فى 
هذا الربع وعلى سبيل المثال الزوايا *30, *59, 330- هى زوايا الربع 
الأول شكل ()2-4, الزاوبة “119 نقع فى الربع الثانىء الزاوية *119- 


تقع فى الربع الثالث والزوايا ”10-, ”710 هى زوايا الربع الرابع شكل 
(2-4)0. 
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710 


6, 


شكل 2.4 

عندما تكون زاوبتان ف الوضع القياسى والضلع الخارجى لكل منهما 
ينطبق على الضلع الآخر يقال أن الزاوبتين متطابقتان 5عاوهه [03أهممعاه0, 
وعلى سبيل المثال الزاوية *30, *330- والزاوية *10-, 710 هى أزواج 
من الزوايا المتطابقة وهناك عدد غير محدود من الزوايا المتطابقة. 

ومجموعة الزوايا المطابقة لأى زاوية يمكن إيجادها بإضافة 
مضاعفات الزاوبة “360 إلى الزاوية المعلومة. 
الزوايا ”0, 900, *180, 2700 وكل الزوايا المطابقة لهم تسمى الروايا 


الربعية 5عءاعمة [ةاهة00201. 


224 


الدوال المثلثية للزوايا العامة 
عأعقصذ [2تاعدء») 2 01 00055)عئننا"1 1180110211 
نفرض أن زاوية 0 (زاوية ليست ربعية) فى الوضع القياسى ونقطة 


(0.0) * (,:)م تقع على الضلع الخارجى للزاوبة؛ فإن الدوال المثلثية 
الستة للزاوية تعرف بالإحدائى السينى والصادى وبعد النقطة م عن 


نقطة الأصل كالتالى: 
جيب الزاوبة 
5 الإحداثى الصادى 00006 
لو 6 وزو ع 0 عراو 
. الوتر 10011 
سب تمام الزاوبة 
ب الإحداثى السينى 0 02 
- 000 7 ح 6 5مء > 0 عزوم 
ظل الزاوية 
بر الإحدائى الصاد. 110ل 
ل الخد الل تخطفلة سل 8 هذا ع 6 أمعع 31 
>د الإحدائى السين, 0 0 
ظل نمام الزاوبة 


> لإحداثى السينى _ متعنعواه 
80 الإحدائى الصادى 00 


- 6 غأمء - 8 امعع 32م 


ا 3 1 
تت #اتسصد فاه 11د > 6 ءهؤ > 0 الروعع5 
الإحدائى السينى 6 
قاطع تمام الزاوية 
و الوتر  _‏ عكلاترءاممز/ 


5 الإحدائى الصادى ا ح 0 عق ع 0 أموعء2»05 


وكنتيجة طبيعية لهذه النسب المثلثية توجد العلاقات المثلثية 
التالية: 
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0 وم»ع/1 - 0 ععم5 080 - 06 2خ 0 عوع/1 > 0 وزو 
60وزة/! ع 0 عو 6 زية)/ ٠‏ ع 0 )م 6عء1/5 - 6 5م 
ولكل زدج من مقلوب هذه العلا قات 'نس: نستخدم دالة واحدة من مقلوب 


الدوال المثلثية وتكون شائعة الاستعمال أكثر من الدالة الأخرى. ومن 
الدوال المثلثية شائعة الاستعمال جيب وجيب تمام وظل الزاوية . 


ومن الواضح من الشكل 2-5 أن الدوال المثلثية لأى زاوية 8 تتغير 


الإحدائى السينى للنقطة م -ج. 
الإحداثى الصادى للنقطة م -ر. 
بعد النقطة 8 عن نقطة الأصل 0 -0. 


(3) 


تت 9ه 


تابع شكل 2-5 


الإشارات الربعية للدوال 

5 11 01 518115 011301:3110) 
متجه الزاوية + دائمًا يكون موجبًا وإشارة الدوال المثلثية فى أرباع 
المحاور تعتمد على إشارة * و ر. وتحدد إشارة الدوال المثلئية حسب 
الوضع القياسى للزاوية أو استخدام بعض الأشكال التى توضح 
الإشارات الموجبة للدوال المثلثية فى كل ربع. كما هو واضح فى 
شكل 2-6. 


شكل 2-6 


الدوال المثلثية لزاوية معلومة تكون وحيدة القيمة إلا أنه عند 
إيجاد الزاوية لدالة مثلثية معلومة يكون الناتج عدة زوايا تعطى نفس 
القيمة للدالة المثلئية. على سبيل المثال إذا كان: «/! - 5106 فإن قيمة 
8 التى تحقق العلاقة هى '30, *150, *390, *510, ... وعلى وجه 
العموم فإن هناك احتمالين لوضعى الضلع الخارجى للزاوية وكمثئال 
لذلك الضلع الخارجى للزاوية “30 والزاوية "150. يتم استثناء هذه 
القاعدة عند تحديد الربع التى تقع فيه الزاوية. 


الدوال المثلثية للزوايا الربعية 


5 011202221 01 1221015ناآ عأتتاع تر هتروع 1" 1" 


بالنسبة للزوايا الربعية إذا تطابق الضلع الخارجى 

للزاوية مع أحد المحاور فإن بعد النقطة م عن نقطة 

الأصل على الضلع الأساسى للزاوية يكون إما 0-. 

و0*رأو 0+ و 2-0 وعلى أى حالة فإن دالتين 

من الدوال الستة لا يمكن تعريفهما. على سبيل المئال يتطابق الضلع 
25 - 


الخارجى للزاوية "0 مع الاتجاه الموجب لمحور السينات ويكون 
الإحداثى الصادى للنقطة 7 مساويًا الصفر. وعلى ذلك لا يمكن تعريف 
الدالتين ظل تمام الراوية أمءععممامء وقاطع نمام الزاوية ؛مهءءدمه لأن 
مقام النسبة المثلثية فى هذه الحالة يساوى الصفر. وفى هذا الكتاب 
سوف يتم استخدام التعبير أن الدالة غير معرفة 50685860 بدلا من 
استخدام القيمة العددية فى مثل هذه الحالات. ولكن بعض المؤلفين 
بوضح ذلك بكتابة © - ”0060 واليعض الآخر يكتب © - 6060. 


الزاوبة 


الدوال المثلثية غير المعرفة 

111801101111175 106111160 
سبق دراسة أن النسب المثلثية “0010, ”0 505 غير معرفة على اسان أن 
القسمة على العدد صفر غير ممكنة؛ ولكن قيمة الدوال المثلثية للزوايا 
التى تقترب من الصفر جديرة بالاهتمام. وشكل (2703 يوضح أن زاوية 
6 هى زاوبة صغيرة فى الوضع القياسى وعلى الضلع الخارجى للزاوية 


وتقل قليلاً عن البعد + وعلى هذا الأساس فإن النسبة المثلثية ولد 8 4م», 


و(/: -0 056 تصبح كبيرة القيمة وموجبة نفرض أن زاوية 6. تقل فى 
اتجاه الزاوية 0 ولكن ما زال بعد نقطة م من نقطة 0 هو :. 
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والآن البعد + يزيد ولكنه يظل أقل من البعد + بينما يقل البعد ر 
ولكنه أكبر من الصفرء وهكذا فإن النسب المثلثية 6 05 و 0606© تصبح 
أكبر وأكبر. ولإثبات ذلك نفرض أن 1-+ ثم احسب 686:ه عندما 
(..... .0.001 ,0.01 ,0.1 -2) وتوضح هذه الحالة عند اقتراب 8 من 06 
تقترب 46 من ©+ وهذا يفسر أن + - 0605». 


شكل 2-7 


الفرض التالى كما هو موضح بشكل (2-706 زاوية 6 هى 
زاوبة سالبة وتقترب من *0. وعلى الضلع الخارجى 'نوجد 


ونقل قليلا عن البعد : بينما البعد بر سالبًا وله قيمة مسا 
مطلقة صغيرة. وعلى هذا الأساس-فإن النسب المثلثية 1 
8 ءء 16م تصبح كبيرة القيمة المطلقة وسالبة الإشارة. نفرض أن 
زاوية 86 نقل فى اتجاه الزاوية 0. ولكن مازال بعد نقطة م من نقطة 0 


27د 


هو والآن البعد * يزيد ولكنه يظل أقل من البعد + بينما يقل البعد 
'ر بالقيمة السالية المطلقة وهكذا فإن النسب المثلئية 6 ءدع, 0 6م»ء 
تصبح أكبر وأكبر بالقيمة السالبة المطلقة. ونوضح هذه الحالة عند 
اقتراب 6 من ”0 تقترب 6 06ء من مه- وهذا يفسر أن م- - 0005. 

استخدام علامة - فى كل من الحالات - -0686ه و ه.-0609ه ليس 
له المعنى القياسى للتساوى وبجب استخدامه بحرص وخاصة أن النسب 
المثلئية “0:60 غير معرفة وعلامة ٠‏ ليست عددء ولكنها رمز مختصر 
يوضح حالة خاصة لدالة من الدوال المثلثية. 

وبمكن توضيح الدوال المثلثية الأخرى غير المعرفة بطريقة بسيطة. 
والخريطة التالية تلخص الدوال المثلثية غير المعرفة للزوايا من ”0 إلى 
07. 


قبمة الدالة وعولة/ا ومناعصلظ #عاععهة الزاوبة 6 
6+ ٠ه‏ ثم عو وو ه+ + وو **0 جه 
-٠‏ مهم عون لوو -٠©‏ +8 همع( “0*2 هم 
مه+ + ععؤو لق 6+ ٠‏ 0 ررق **90 + 6 
© - ه 0 بهو لبنة ©- + وها **90 8-1 
© + هق عون لوة © - + 06 زم 8-180 
ه- + 8 عو لوو ه+ + 6 زم *“180 +-6 
ه- جه م معو لوح + + 0 31 -270 + 0 
+ مه ثم مهو لع -مه- جه 8 زيخق) +00 0-1 


الإشارة الموجبة + تعنى أن القيمة العددية للنسب المثلثية أكبر من 
العدد الموضح للنسبة المثلثية» والزاوية 180 تعنى أن الزاوية أكبر من 
7. الإشارة السالبة - تعنى أن القيمة العددية للنسبة أقل من العدد 
الموضح للنسبة المثلثية, -*90 تعنى أن الزاوية أقل من *90. 
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إحداثيات النقط التى تقع على محيط دائرة الوحدة 
عل11) اتسنا ده دده كأاسزو 01 5ع)2ه0001) 

نفرض أن ى هو طول قوس على دائرة الوحدة 1 عثبر +# وكل قوس 

طوله 5 معرف بزاوية نصف قطرية 6. وعند استخدام النقطة (1,0) كنقطة 


بداية للقوس 5 ونقطة (20:,7 كنقطة نهاية للقوس كما هو موضح بشكل 
(2-3) يمكن نحديد إحداثيات النقطة م بدلالة العدد الحقيقى 5. 


السبب المتانية لأى زاوبة على دائرة الوحدة //د-0 005 و //-0 518 حيث 
أن 1 -+ وطول القوس 5-6-6 والنسب المثلثية + -  «/1‏ : وه» -0 ومع 
وح 1/رز - : ملو ع0 زأز. ويمكن تحديد النقطة م التى تنتمى إلى طول 
القوس 5 بواسطة (: «هزة,ى 5مع)2 >( 2)0. ويمكن كتابة العلاقة بين 
الدالة المحيطية ا وهى تشمل الأعداد الحقيقية لطول القوس 5 ونقطة 
م على محيط دائرة الوحدة بالصورة التالية 


(ى هأ رى 5م2) ت (ى)/لآ 


توجد علاقة بين أطوال بعض الأقواس والنقط التى تقع على محيط 
دائرة الوحدة ويمكن تحديدها بسهولة. عندما تكون 5-0 فإن النقطة 
هى (1,0) وعندما تكون 527/2 أى أن ,- ربع محيط دائرة الوحدة. نصبح 
النقطة هى (0,1) وعند 5-7 تصبح النقطة هى (1,0-) وطول المحيط 
2 - 5 ومرتبط بالنقطة (1-,0) وهذه القيم موضحة بالجدول الآتى: 


0 01.0 
1 0 | #2 
0 10 | م 
1- (- ,© | 352 
الدوال الدائرية كماع صن متمادءعرت 


لكل طول قوس 5 زوج من الدوال المثلثية 5«ذة ,55م 
على دائرة الوحدة.. وكل من دؤوء, 5 أعداد حقيقية 
وتعرف بالدالة (5مء,5) ونسمى الدالة الدائرية لجيب 
تمام الزاوية. ومن ناحية أخرى فإن كل من ؟«أة, 
أعداد حقيقية وتعرف بالدالة (5هزة,) وتسمى الدالة الدائرية لجيب 
الزاوبة. وهذه الدوال تسمى الدوال الدائرية حيث أن كل من 5هأة ,5 ومع 
هى إحداثيات لدائرة الوحدة. 
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وتنتشابه الدوال الدائرية 5 ,5 510 مع الدوال المثلثية 6 وهم» و0 وأو 
حيث أنه يمكن تحويل أى زاوبة من التقدير الستينى إلى التقدير الدائرى 
وهذا القياس الدائرى للزاوية النصف قطرية مرتبط بطول القوس 5 على 
دائرة الوحدة. ومن المميزات الهامة للدوال الدائرية (: 5مء ,5) و( هزة,ى) 
أن لها زوجًا من القيم الحقيقية وكل الخواص والخطوات للدوال ذات 
القيم الحقيقية تنطبق على الدوال الدائرية. 

ويمكن نعريف كل من الدوال الدائرية الأخرى بدلالة 25زو و55م». 


ك أن # عدد فم 5 وميه 0 5 

حيبت مسسحيع 27 + - 5 01 > 5 311 
2 0)055 
كه 005 

حيث أن / عدد صحيح ج) عع و رم] - > و )مح 
لكارادة 

حيث أن م عدد صحيح 7 + فو ى ع,0] : 5 566 
1 7 2 5 605 
ن أن # عدد 1غ ى 01] : 

حينس ع 1 5 01 - جح و 6056 
اخاواكم 


مجال الدالة مناظرة للقيمة التى تكون عندها الدوال المثلثية غير معرفة. 
وليس من الضرورى فى أى تطبيق أن نميز بين الدوال المثلثية 

للزوايا النصف قطرية والدوال الدائرية للأعداد الحقيقية. 

مسألة محلولة 2.1 استخدم مجموعة الإحداثيات المتعامدة لتحديد 

النقاط الآنية ثم أوجد قيمة+ لكل منها؛ (4)1,2, (3,4-)8, 

(343- ,3-)6, (5-,2)4. كما هو موضح بشكل 2-9. 
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عط عأدع10 ,تمعالاة 00019366 عةأناعممقاءة: 3 عماذتا 2.1 تسعاأطمعط ل50176 
:(4 ,3-)8 :(2 ,4)1 تطعوء +1 , 01 عنالةا عط 500 لهة كاغسضامم عمأبم11ه10 


,2-9 عتتناع 11 10 الاالامطا5 35 (5- ,2)4 :( 3 3- ,3-)0 


الحل: 
البعد م بالنسبة لنقطة 4 5إوك 4+ال د ثب عأ دم يم ممع 
البعد م بالنسبة لنقطة 8 5- 16+ ودع *بر+ تيلو حم :8 801 
البعد ” بالنسبة لنقطة © 6- 19+27 تبر نعل ربح رمع 


البعد م بالنسبة لنقطة 2 41/.- 16+25/- بر ترجأو دم بم ممع 


مسألة محلولة 2-2 وضح بالرسم الوضع القياسى لكل من الزوايا الآتية 
ومن الرسم أوجد كل من الزوايا المتطابقة *125, *210, *15-, *385, 
07 :370-, *955-, 870-. كما هو موضح بشكل 2-10. 


2335 


-051م 51320850 12 5ع[أع308 1011019128 عط أعصاكمه 0 2.2 ترءإطوعط 50170 
9--,259,2109] :81 7التسعا0ح عقة لالع طبن عومطا عم امرعاعل لان نملا 
.2-10 عتناعاط مز ولامطة 35 ,8709-- لمق ,9559-,3709-,9309 


م210 125 


-955 -870 
2 2 


شكل 2-10 
الحل: شكل 2-10 يوضح الزوايا المطلوبة فى الوضع القياسى. ومن 
الرسم نجد أن: الزاوية “125 مطابقة للزاوية "955- حيث أن: 
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7 . 1015-3 - 9550- أو بصورة أخرى. 3.360 + 9555 - 1250 
والزوايا "210, 1505-, 9300, 8700 هى زوايا متطابقة حيث أن: 
07 . 2100-1 -:150-: 3600 . 2+ 9302-2102 و 3600 . 3 - 2100 - 8700 
ومن الشكل 2-0 نجد أن هناك زاوية فى الربع الأول 65 وزاوية فى 
الربع الرابع وهى 370- وهما زاويتان لا يتطابقان مع الزوايا الأخرى. 
مسألة محلولة 2-3 فى أى ربع تقع زاوية 6 فى كل من الحالات الآتية: 
(4) عندما يكون جيب الزاوية موجبًا؟ (5) عندما يكون جيب تمام 
الزاوية سالبًا؟ (» عندما يكون ظل الزاوية ساليًا؟ #) عندما يكون 
قاطع الزاوبة موجبا؟ 


15 مأ (4) :11 ,726 أمامع) 8 /(123 3013215نان أقطا م[ 2-3 تمعأطوعظ 501760 
-05م 15 6 ع56 2) :2682019697 015 هقز () :767 ناهعء2 15 8 د05 (5) :05111767م 


10 

الحل: 

(0) حيث أن النسبة المثلثية 0 هوذ5 موجية»ء فإن قيمة :رز موجبة وقيمة + 
تكون إما سالبة أو موجبة. وحسب قيمة ر فإن الزاوبة تقع فى 
الربع الأول أو الثانى. 

(0) حيث أن النسبة المثلثية © 5ه» سالبةء فإن قيمة + سالبة وقيمة ر 
تكون إما سالبة أو موجبة. وحسب قيمة + فإن الزاوية تفع فى الربع 
الثانى أو الثالث. 

() حيث أن النسبة المثلثية 6 20 سالبة» فإن قيمة +« تكون سالبة وقيمة 
ر موجبة أو العكس أى أن قيمة + تكون موجبة وقيمة ر سالبة 
ولذلك فإن الزاوية تفع فى الربع الثانى أو الربع الرابع. 

) حيث أن النسبة المثلثية 6 560 موجبة فإن قيمة * تكون موجبة وحسب 
قيمة * الموجبة فإن الزاوية تقع فى الربع الأول أو الربع الرابع. 
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الفصل الثالث 
الدوال المثلثية للزاوية الحادة 


0 01 11111110115 111850110111611 
1 116 مر 


فى هذا الفصل: 
كا الدوال المثلثية للزاوية الحادة 
كا الدوال المثلثية للزاويتين المتتامتين 
الدوال المثلثية للزوايا الخاصة 300, “45 و 600 
كا قيم الدوال المثلثية 
كا دقة النتائج باستخدام عمليات التقريب 
كا اختيار الدوال فى حلول المسائل 
كا زوايا الارتفاع والانخفاض 


الدوال المثلثية للزاوية الحادة 
عاعدط عأناعة ددج 01 0135 أأعتتدا1 داع جرمترمع 11" 
عند التعامل مع أى مثلث قائم الزاوية من المناسب 
تعريف المثلث برؤوسه الثلاثة 4, 8 و0 كما هو 
واضح من الشكل 3-1 وزاوية © هى رأس القائمة. 
35 - 


وزوايا المثلث هى 4 8و © والزاوبة “6-90 وأضلاع المثلث التى تقابل 
هذه الزوايا هى 6, 6و » على الترتيب. 

بالنسبة لزاوبة 4 فإن الضلع المقابل للزاوية هو الضلع + والضلع 
المجاور للزاوية هو الضلع 6, وبالنسبة لزاوية 8 فإِنْ الضلع المقابل 
للزاوية هو الضلع 5 والضلع المجاور للزاوية هو الضلع 4ه وبسمى 
الضلع » دائما بالوتر. 


شكل 3-2 


وإذا تم تمثيل المثلث القائم على المحاور المتعامدة كما هو 
واضح من شكل 2- فإن زاوية 4 تكون فى الوضع القياسى» ونقطة 8 
تقع على الضلع الخارجى للزاوية 4 وإحداثياتها النقطة 8 هى «ه ,5) 


والمسافة © هى: #ود ة ولةدغ: 
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ولذلك يمكن تعريف النسب المثلثية لزاوية 4 بدلالة أضلاع 
المثلث القائم الزاوبة كما يأتى: 


بم المقابل 6 16أوممم0 
0 الوتر > عىاتعاهصل/ 2م مو 


م6 المقابل ‏ 42!؟ انرءعم[8ه 


صاجح ينلسدشدتمت 2 م4 6 
المجاور 10/1 6 

7 الو ز 6 أاأدممتره 

00 0 10د انع06 0ه - 4 30] 
المجاور 


- ج ‏ حص ن نقر ينل 
الو 50 ءاأومممه 


م المجاور ل ” 
0 


م المجاور 00 


25 المقابل 06 /نه 00/04 8-5 
7 الوتر 0/1 
ماج اساي الم ل اح ل عوج 


الدوال المثلثية للزاويتين المتتامتين 
15 '161112217م0121) 01 10135 :ناآ عتتاع1180201:1 1" 


الزوايا الحادة للمثلث القائم الزاوية 486 هى زوايا متتامة حيث أن 
-8 + 4 ومن شكل 3-1 نجد أن: 


م مأو ع ع/ه ع 8 وم ؤم - عم - 8 (ززور 
م3 - 5/ه - 8 غم 4 أمء ع مم - 8 ننه 
4 عء5 > قل - 8 عو 4 52 - مل - 8 ععو 


5 0 


وتمثل هذه العلاقات أزواج من الدوال المثلثية ‏ الجيب «ذة وجيب 
التمام 5 الظل مه وظل التمام أده والقاطع عو وقاطع التمام 605 
وكل دالة من أزواج هذه الدوال تسمى الدالة المرافقة للدالة الأخرى. 
ولذلك فإن أى دالة لزاوية حادة تساوى الدالة المرافقة لتمام هذه الزاوبة. 


مثال 3.1 أوجد قيم الدوال المثلثية لزوايا المثلث القائم الزاوية 486 
الموضح بشكل 3-3. 


1 01 1211025 712ا802011ها ع1 01 5عنالة7 عط 1100 3,1 عامتصويدم 
.3-3 عتناعاط مذ )48 عالعمةتها ألطعم عطا 01 5عاعمة 


8 
0 عه 9 عم 
ّ 8 2 
شكل 3-3 
|١100‏ © المقابل ‏ 5142 ©511ىممم0 
07 107 الوتر عىلالرءاوصبرم - 4 هأ 
9 م6 المجاور ‏ ©5142 رءءمزمه 
نسح نسح اليد ب لل ات حت فر ومن 
10 عم الوتر 0 
0ض 4م8م المقابل ‏ 542 ع:فوممج0 
ح- 5-25 جلت د وبر برس كا 


زو ه86 المجاور ‏ 102 ااروءمزهه 


00 57 المقابل 0أى عاأومممه - 0014 


600 6 المقابل 
91 _ ثم المقابل _ 
00109 الونر 


6 11010107101ظ1 
6 20/0611 ح 24 56 
110110101016 
6 05116م08 -08684 
© 1 أىممجره 
مس000 - 8 ماد 
5 
6 00/2461 
01/6 2101000 د 
]5 16أو0هم0 
8 وروا 
© 60011 
© 00/6211 
6 07205116 - 0068 
0/2 
6 061 [00 - 8 56 
10 
سلس اك قر عون 


6 واأمموم0 5 


الدوال المثلثية للزوايا الخاصة 450,300 و600 


5 0ن 302,459 01 1035 عتتنا"ا] ماع تدمسمع 1-1 


يمكن حساب النسب المئلئية للزوايا الحادة الخاصة :30, *45 و 600 
بدقة نامة. وكل كسر مقامه عدد غير نسبى نذكر فقط مكافى الكسر ومقامه 


عدد نسبى كما هو موضح بالجدول. 


قيم الدوال المثلثية دعد1ه'؟ دمناعصدا1 عتاعسمسصمع م1 
فى تطبيقات عديدة لمسائل الدوال المثلثية نحتاج إلى النسب المثلثية 
لزوايا عديدة لا نشمل الزوايا الخاصة المعروفة. ويمكن إيجاد النسب 
المثلثية لهذه الزوايا المطلوبة باستخدام جداول النسب المثلثية أو 
باستخدام الآلة الحاسبة. والجدول الآتى يوضح قيم الدوال المثلثية 
مقربًا إلى رقمين عشريين. 


15 0.26 |] 0.97 |] 027 | 3.73 | 1.04 | 6 
20 0.374 | 094 | 0,36 | 275 | 1.06 |] 2 
320 0.50 | 0.87 | 0.58 | 1.773 | 1.15 | 0 
40 0.64 |] 077 | 084 | 1.19 | 1.31 | 6 
45 0.71 | 0.771 | 100 | 1.00 | 1.41 | 14| 
50 0.7 | 0.64 | 1.19 | 0.84 | 1.56 | 131 
60 0.87 | 0.50 | 1.773 | 0.58 | 200 | 5 
70 0.94 | 0.34 | 2.75 | 0.36 | 292 | 6 
15 097 | 0.26 | 373 | 027 | 3.86 | 1.04 


عند استخدام الآلة الحاسبة لإيجاد قيم الدوال المثلثية يجب التأكد 
من اتباع التعليمات الموجودة بدليل الآلة وعموما يجب اتباع 
الخطوات الآنية (1) يجب التأكد من أن نظام الدرجة 7006 عع,عء0 هو 
النظام المستخدم بالآلة, (2) أدخل عدد درجات الزاوية المطلوبة 
للحاسبة؛ (3) اضغط على مفتاح النسبة المثلثية المطلوبة فى الحاسبة, 
(4) اقرأ قيمة الدالة المطلوبة على شاشة الحاسب. 


مثال 3.2 باستخدام الآلة الحاسبة أوجد النسبة المثلثية “15 هها. 


.0 آناء[ة0 3 عماكنا 157 38 لوا :32 عاأمسوع] 
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الحل: مع استخدام الآلة الحاسبة فى نظام الدرجة 5006 مععء0 أدخل 
العدد 15 ثم اضغط مفتاح (180). وسوف يظهر الرقم 9 على 
الشاشة ولذلك فإن 0.267949 -*15 25. وعدد الخانات التى تظهر على 
لا تقل عن ستة خانات. 

وانستخدم الحاسبات لإيجاد قيمة الزاوية الحادة بمعلومية الدوال 
المثلئية للزاوية المطلوبة. وذلك باستخدام المفتاح العكسى لإ1007(!6) 
أو مفتاخ الدالة الثانية برها (20). ويتم إدخال قيمة الدالة ونضغط 
المفتاح العكسى لاه!(180) الموجود بالحاسبء ثم نضغط مفتاح الدالة 
المثلثية للزاوية المطلوبة. وبستخدم نظام الدرجة للحاسبة لنحصل على 
الناتج بقياس الدرجات. 


دقة النتائج باستخدام عمليات التقريب 
5 51115 قااتاقع ]1 01 11223اعع 4م 


عند استخدام الأعداد التقريبية يجب تقريب النتائج وفى هذا الفصل 
سوف نقرب الزوايا إلى أقرب درجة وأطوال الأضلاع إلى أقرب وحدة 
طول. وعندما تشمل حلول بعض المسائل القِيم المتوسطة ننتظر حتى 
إيجاد الناتج النهائى ثم نقوم بعملية التقربب للناتج. وكل قيمة 
متوسطة يجب أن تزيد على الأقل خانة واحدة عن الناتج النهائى 
المطلوب ولذلك فإن كل عملية تقريب لا تشمل مباشرة الدقة المطلوبة 


كت 241 


اختيار الدوال فى حلول المسائل 


2101118 12 102)ع2ناا1 عغطا عستاءء[ء5 


عند إيجاد ضلع من أضلاع المثلث القائم الزاوية 
بمعلومية ضلع وزاوية من المثلثء يمكن استخدام 
نوعين من الدوال المثلثية لحل المثلث وهى عبارة 
عن دالة ومقلوبها. وعند حل المسألة يجب اختيار 
الدالة المثلثية بحيث يكون الضلع المجهول هو البسط لكسر الدالة. 
وبتم هذا الاختيار على أساس أفضلية استخدام عمليات الضرب فى 
الحل عن عمليات القسمة. وعند استخدام الحاسبة فإن الدوال 
المستخدمة هى جيب الزاوبة» جيب نمام الزاوية وظل الزاوية حيث 
أن هذه الدوال المثلثية ممثلة بمفاتيح فى الحاسبات. 


مثال 3.3 علم مثبت على بعد 12 متر من قاعدة العلم باستخدام سلك 
تثبيت ,بصنع زاوبة مقدارها *15 مع المستوى الأفقى للأرض. كما هو 
موضح بشكل 3-4. أوجد طول السلك؟ 


2 ؟0 ع35ط عط ننم متام 12 لعممطعقة ذأ عناننا )لمم منارثى 3.3 عأمصدكا 
5801/11 35 ,للتامعع عط طاتب عاعمة 159 2 5ع(ةم5 عذاللا عط 200 عأممع13 
117 عط 15 م100 برام .3-4 عريع 1ط 


د 12 


الحل: من الشكل 3-4 نجد أن كل من الدوال المثلثية المطلوبة 
”5 وأو و"15 050 نشمل طول الضلع المعلوم 2 متر وطول الضلع المطلوب 
إيجاده د. ويمكن استخدام أى من الدالتين لحل المسألة. واستخدام 
جداول حساب المثلثات أسهل من استخدام الحاسبات فى حل هذا النوع 
من المسائل باستخدام ”15 56ه: ولكن ليست كل الجداول الرياضية تشمل 
النسب المثلثية للقاطع امهعةة أو قاطع التمام م0563 وعتل استخدام 
الحاسبات نستخدم الدالة المثلثية لجيب الزاوية “510815 لأنه لا يوجد 
مفتاح للدالة يمثل قاطع التمام اموءءدمه للزاوية. 


الحل باستخدام 00 
الحاسبات الحل التقليدى 
0 أنااه50 :1260ناء31 © 0ن 50 71/131131 
1 ح *15 وزو 142 - *15 زززأو 01 د 15١‏ عي 
1 1 12 
12 _ 00012 8 8 
6 15 بان 5 عو 12 1 
12 12 
للسي دشح د ير 5-5 
ري 06 دي كن 
4 ح-ح- بر 5 - جر 2 - بر 
0 46 > ير ا 46 ع ير 


طول السلك المطلوب هو 46 متر. 


زوايا الارتفاع والانخفاض 

0 2220 10016551011 01 وع1ع411م 
زاوية الانخفاض هي الزاوية المحصورة بين المستوى الأفقى ومستوى 
النظر إلى أسفل نحو الهدف. وزاوية الارتفاع هى الزاوية المحصورة 
بين المستوى الأفقى ومستوى النظر إلى أعلى نحو الهدف. 
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فى شكل 3-5 زاوية الانخفاض من النقطة 4 إلى النقطة 8 هى زاوبة 
© وزاوبة الارتفاع من النقطة 8 إلى النقطة 4 هى زاوبة 8. وكل من 
زاوية الارتفاع والانخفاض مقاسة بالنسبة للمستوى الأفقى وهما خطان 
متوازيان وفى جهتين مختلفتين من القاطع 48 ولذلك فهما زاويتان 
متساوبتان؛ أى أن < ه. 


ا 
> ام 
شكل 3-5 


مسألة محلولة 3.1 أوجد الدوال المثلثية للزوايا الحادة للمثلث القائم 
الراوية 4860 كما هو موضح بشكل 3-6, بمعلومية أطوال ضلعين 24 - م 


و25 دع2. 


عأناعة عط 01 1025]علل؟ عتتاأعلممهمعما عط لماط 3,1 معاطوعط لاود 
.5 - © 0مة 24 - ١‏ مومعلاع ,3-6 عرناعا ,)هق عاعمة ما أطعك عطا 04 65ا208 


8 
2 
3 اه 
3 4 عدا 4 
شكل 3-6 
الحل: بتطبيق نظرية فيئاغورث 


0-7 -04)-2-2)05(1ز ات - أو 


الدوال المثلثية للزاوية 4 هى: 


وبالمثل زاوية 8: 
77 - 8 تا 


©»0 8 - 4 


بم المقابل 
6 الوتر 
المجاور 
الوتر 


]| لق 


5 - 8 ومح 


562 8 - 7 


© 5116م0مم0 


عكباارءاوصبز/ - 4 هاو 


50 الرععه 00 


2 السستت ديد و يروو 


0 


468 05116م02 


546 00661 - 4 هما 
60/01١ 6‏ 

ء40ا؟ عاأدمومه - 4 امع 
01 110010 

560 4 - 040 11عع‎ 546 ١ 
01 

502 ءاأدمممه - 4 096 

5 - 8 أو 

052 8 - 4 


مسألة محلولة 3.2 شجرة طولها 100 قدم تصنع ظلا طوله 120 قدم 

كما هو موضح بشكل 3-7. أوجد زاوية الارتفاع للشمس. 
5 ,8م10 ]1 120 «هلهتطة 2 كاكةء [31) 1 100 عمنا ىم 3.2 درءاطوعط 501760 
1 156 01 7/31108ق1ء 01 غ1أ8مة ع1 لما 3١7.‏ عمسواط مأ مباملاة 


الحل: من الشكل 3-7 8 100 -068, 1208 -46 والمطلوب إيجاد زاوبة 4 


00 08 
0103 سدح لش هم 
0.8 0 16 كل 0د 


4 - 40“ 


مسألة محلولة 3.3 من قمة فنار ارتفاعه 120 متر عن سطح البحر كانت 
زاوية الانخفاض لقارب هى ”15 كما هو بشكل 3-8. كم يبعدالقارب 
عن الفنار؟ 

ع علاه6ة3 2 120 ,عكنامطاطعخذ! 2 05 مه غطا ممع 3,3 تسعاطوعط 501760 


.3-8 عتناع 1*1 مز والامطد 05 ,159 15 )508 2 !01 (رماؤووع2مء0 01 عأعمة عط ,دء5 
7ع5نامطاطعا! عطا دده غدم6 عطا 15 ع3 108] 


شكل 3.8 


الحل: من المعلوم فى المثلث القائم الزاوية الموضح بشكل 3-8, *15 -4, 
- 08: فإن خطوات الحل كالتالى: 


20/18 - 20:4 
م 447.6 - (120)3.73 - *15 أمه 120 > 4 أمء 08 2 40 


يبعد القارب 447.6 متر عن الفنار. 


57 0 


مسألة محلولة 3.4 أنشأ برج على مستوى سطح الأرض شمالا من نقطة 
4 وغربا من نقطة 8, فإذا كان البعد بين النقطتين 4 8 هو ء قدم. وإذا 
كانت زاويتا ارتفاع البرج المقاسة من نقطتين 4, 8 هما ه, م على 
الترتيب. أوجد ارتفاع البرج / كما هو موضح بشكل 3-9. 


01 20111 عنال 15 للانامقع أع/اء1 01 ع20138ةأ5 ؟ع/ام) ثم 3.4 تنعاطوع 501760 
01 308165 علطا 11[ .4 طزمء! أل ء ععمقاكال 2 ,8 أهأمم 0 أوعل عبال 320 4 أمأمم 
,ذإ لهة بن 326 8 300 م مما ل0156ك523 35 08/62 عط 04 مما عط أه مملنهناعاء 

,3-9 ع1ناع "1 18 لاللا0ط5 35 ,قع1ا0) عطا 01 / الأعتعط عط 500 ,لإاءالاععموع, 


د يوت يت اتجاه الشمال 


شكل 3-9 


الحل: فى المثلث القائم الزاوبة 4060 كما هو موضح بشكل 3-9 
0-7 نمه وفى المثلث القائم الزاوية 868. /80 > 8 06». ومن 
العلا قتين المثلثيتين نجد أن: 60مء/ - 46 و8 غم /ع86. 
ومن المثلث القائم الزاوية 486 نجد أن: © -802) +402) وبالتعويض 
عن قيمة 86 ,40 
© - (8(2 م) + 7ن :مه))2م جد قث - 877 نمع )ث”/ + :زم غى) لز 

ارتفاع البرج المطلوب: 

6 


*(مغمء) + “(مغم) 
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مسألة محلولة 3.5 تم توزيع فتحات بانتظام على محيط دائرة فإذا كانت 
المسافة بين مركزى فتحتين متتاليتين معطاة بالعلاقة الآتية (:1809/7) هذه 4-2 
حيث أن + هو نصف قطر الدائرة» ‏ هو عدد الفتحات الموزعة على 
محيط الدائرة. أوجد المسافة 4 عندما تكون 2010 2م و4-». 


وم 


عاأعتء 3 مه لإلتقاناعء: 0غعدم5 ع6 0) ععة كعامط 14 3,5 تمعاطوعظ لع011د 
51012063551٠6 750165 5‏ 017/0 01 1615لاع2 116 لاعء بلااع6 ك4 1522ل 58 أقل الامطد 
:7 0هة عاعتء عطا 01 20(05: عطاات م معطت ,(/180) ملز 27 > 4 نز6 معنالع 

4 > :3020 2015 دع معطب 4 0م11 .وعامط عه ععطلريام عطا 


4 


٠ 


اح 


شكل 3-10 


الحل: كما هو موضح بشكل 3-10 نفرض أن 4 و8 هما مركزا الفتحتين 
المتتاليتين على محيط دائرة نصف قطرها + ومركزها 0. ونفرض أن 
منصف زاوية الرأس 0 للمثلث 408 ينصف الوتر 48 وعمودى عليه 
أى أن المثلث 406 قائم الزاوبة فى ©. 


4 2/42 46 - 2406 0أ5 
م2 8 . 
بضرب الطرفين فى الوسطين: 
40 لاأة 27 - 1 


2 27 ٍ 08 


- 48 


2 - (2.20/2/2 - 455 مو 2١20‏ - ل ,4 د :لم 20 م 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الرابع 


: بيه 0 يه 


5 [أ[أمم 4 لدء 52121 


فى هذا الفصل: 
كن الاتجاه الزاوى 
”سج المتجهات 
4و جمع المتجهات 
كا مركبات المتجه 
كا الملاحة الجوية 
”ا المستوى المائل 


الانجاه الراوى 1 


نقطة 8 مع الاتجاه الشمالى الجنوبى المار بنقطة 4. ويقرأ الاتجاه 
الزاوى من اتجاه الشمال أو الجنوب تجاه الشرق أو الغرب. وتكون 
الزاوية التى تعبر عن الاتجاه الزاوى مقدرة بالدرجات والدقائق. 
على سبيل المثال انظر شكل 4-1. 
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5315*5 د زجعي 
اتجاه زاوى *35 اتجاه جنوب الشرق اتجاه زاوى 6 اتجاه شمال الشرق 


يذ با 
8 
3 - ف 
2 _, ,ا 
8 
3 د 
يفلحلا 535 
اتجاه زاوى *35 انجاه شمال الغرب انجاه زاوى "35 اتنجاه جنوب الغرب 
شكل 4-1 


من الشائع فى علوم الطيران استخدام تعبير الاتجاه الزاوى ق«تمةء8 
للنقطة 8 من النقطة 4 بدلا من اتجاه الشعاع 48 عن خط الشمال من 
(هذا يعنى من اتجاه الشمال إلى اتجاه الشرق) على سبيل المثال انظر 
شكل 4-2. 


قات 


28 
3 / ب 
145 35 
اتجاه زاوى “145 اتجاه زاوى ©35 
فيا 
2 
3 و 
5 
32255 215 
اتجاه زاوى *325 اتجاه زاوى "215 
شكل 4-2 
المتجهات 75 5176 


الكميات المتجهة 013500092 :776010 هى كميات طبيعية لها مقدار وانجاه 
مثل القوة أو السرعة. ويمكن تمثيل الكميات المتجهة بقطعة مستقيمة 
(سهم) تسمى المتجه. واتجاه المتجه هو الكمية المعطاة وطول المتجه 
يتناسب مع مقدار هذه الكمية. 

مثال 4.1 طائرة تطير بسرعة 200 مي ل/ساعة فى اتجاه زاوى 400 شمال 
الشرق. المتجه 48 يمثل السرعة. كما هو واضح من شكل 4-3. 
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5 إ1لع7610 115 .طا/ثمد 200 غ2 1140918 عمناء اهم 15 عمداص21 مث 4.1 00 
,4-3 عتناولآ مال عماءء/ عط نإ لعارعوعرمع1 


يد 


هه 


شكل 4-3 


مثال 4.2 قارب سرعة محركه 12 مي ل,/ساعة فى الماء الساكن وجه عبر 
نهر سرعة نيار الماء فيه 4 مي ل/ساعة. كما هو واضح من شكل 4-4. 
المتجه 0© يمثل سرعة التيار والمتجه 48 بنفس مقياس الرسم يمثل 
سرعة القارب فى الماء الساكن. ولذلك فإن المتجه 48 يساوى ثلائة 
أمثال المتجه 9©. 


15 2065لا التاى هذا ط/تم 12 لععم5 عطا عمتتناقط أدم6 0167مر خى 4.2 عارصرم:]آ 
عط ,4-4 عسنواط مآ .طالتد 4 ذأ اأمعسيك عومطت معتحم ه وومععة لإلأععرزل لعلدعط 
-مع: قلخ ,ماءعء/ عط 200 اأمعكنكء عط 01 لإالعماء/, عط كأمعوعومءع: (1ن) زماعء؟ 
115 .1/31 [أثأذ هأ غه60 عط 01 لإأأع6[10١ا‏ عط ,ع[نع5 عمنةد علطا 10 ,5الرعوع] 

.(01) رماعة!! 35 1028 25 02065) عععط) 15[ 8ه ماعع/ 


مثال 4.3 فى شكل 4-5 المتجه 48 يمثل قوة مقدارها 2010 وبميل 
بزاوية مقدارها "5 مع الاتجاه الموجب لمحور السيناتء والمتجه 82© 
بمثل قوة مقدارها 65 ويميل بزاوية مقدارها ”150 مع الاتجاه الموجب 
لمحور السينات. يستخدم مقياس رسم واحد عند رسم المتجهين. 
-213[1 5[ 20 01 3 1601315 18 رماع ,ذ-4 عرناواط م1 4.3 عامدمهظا 
]ع6 320 كل2ة عد عط ده دممناعع011 0517م عطا طانب 359 04 عاعمة م2 عمآ 


ع5 02 لملاعع015 1176ز5و0م عط طغلدط 1509 غة 5[ 30 01 ععم] 3 كاتاعوع رمع 010 
,5031 5310 122) 0غ لاتقل ع3 5زماءعة 805 .3715 2 


يقال إن المتجهين متساويان إذا كان المتجهان متساوبين فى المقدار 
والانجاه. 


جمع المنجهات م :ماع17 
المحصلة :8هااناة8 أو الجمع الاتجاهى لمجموعة من المتجهات 
هى عبارة عن متجه فى المستوى له نفس تأثير مجموعة المتجهات 
الأصلية متنحدة مع بعضها البعض. 


لاله 


المحصلة 4 للمتجهين 20 فى اتجاه واحد هى المجموع الجبرى 
لقيمة المتجهين فى نفس الاتجاه. انظر شكل (4-6)4. 

إذا كان المتجهان فى انجاهين متضادينء فإن محصلتهم 8 هى الفرق 
بين مقدار المتجهين (المقدار الأكبر ‏ المقدار الأصغر) وبكون اتجاه 
المحصلة فى اتجاه المقدار الأكبر لأحد المتجهين. شكل (4-6)5. 


75 خخ 
جوزلا ست 017 بو هه 0 
5 125 125 8 
هه للد 0 
رم) )2( 
شكل 4-6 


فى كل الحالات الأخرى يمكن استنتاج مقدار واتجاه المحصلة بإحدى 

الطرق الآ نية: 

)1( طر يقة متوازى الأضلاع 0 2<« هع 321110 : نمثل المتجهين 
بضلعين متجاورين من متوازى أضلاع من نقطة 0 فى نفس 
المستوى للمتجهين؛ ونكمل شكل متوازى الأضلاع ليكون القطر 
المرسوم من نقطة 0 هو محصلة المتجهين أو المجموع الجبرى 
للمتجهين المعلومين. وشكل (4-706 يوضح المحصلة 1 للمتجهين 
© م الموضحين بشكل (4-7)0. 

)2( طريقة مندث القوى 0 عاعدة101: نختار اد المنتجهين 
ونمثله بضلع من أضلاع مثلث بداية من نقطة 0, ومن نهاية الضلع 
نمثل المتجه الآخر بالضلع الثانى من أضلاع المثلث. ومن الشكل 
نستنتج أن الضلع الثالث الذى يقفل المثلث يمثل محصلة 
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المتجهين المعلومين وفى الانجاه الدورى المضاد. وشكل (4-7)0 
و (4-7)8 يوضح المحصلة 1 للمتجهين © و (]. 


طريقة مثلث القوى 516»)500 عاعمة]' 


شكل 4-7 


مركبات المتجه ماع7١‏ 2 01 0125م 0012) 


مركبة المتجه :0 على المستقيم ا هى المسقط العمودى للمتجه على 
المستقيم /. وهى غالبا ما تكون مفيدة جدا فى عملية تحليل المتجهة 
فى اتجاهين متعامدين. ش 


مثال 4.4 المركبة الأفقية للقوة "1 فى شكل 4-8 هى: 30 5م 1 - ,1 
والمركبة الراسة صنو "1 ح بآ مع ملا حظة أن "ا هى المجموع 


ت 57 بد 


تر 0121م همه لقاممقمط فقط "ل ععه؟ عط ,4-8 عسوا مآ 4.4 عامسمط 
-ع6/ غط) كذ لآ أقط) عأهل! .309 مار ا ع إل[ اأمعمممدمم لدعنلء؟؟ لمة 305 ومء لآ 
.بآ لمة ,لآ 1ه أصفاأيا5ع؟ ,0 تناد ,ما 


شكل 4-8 


الملاحة الجوية 110 ترم 
الاتجاه الزاوى 11620158 هو انجاه الطيران للطائرة (يحدد الاتجاه من 
قراءة البوصلة). وبقاس الاتجاه الزاوى فى اتجاه دوران عقارب الساعة 
من الشمال. ويعبر عنه بالدرجات والدقائق. ويحدد مبين السرعات 
سرعة الطائرة فى الهواء الساكن. ومسار الطائرة 6و,ناه© هو الاتجاه 
النسبى لحركة الطائرة بالنسبة للأرض ويقاس المسار فى اتجاه دوران 
عقارب الساعة من الشمال. 

السرعة النسبية الأرضية للطائرة 660م5 0:0130 هى سرعة الطائرة 
بالنسبة للأرض. 

زاوية الانسياق عاعمه 21 (زاوية الريح) وهى الفرق (الموجب) بين 
الاتجاه الزاوى والمسار. 
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1 


سرعة الربح عة الهواء لعممه ننه 


5 0 
الانجاه الزاوى 
عماسعط 
شكل 4-9 
فى شكل 4-9 :. 017 هو خط الشمال الحقيقى من خلال نقطة 0. 


4 2 هو الانجاه الزاوى. 

- سرعة الطائرة فى الهواء الساكن. 

11 هو خط الشمال الحقيقى من خلال نقطة 4. 
لاما > هى زاوبة الربح مقاسة فى اتجاه دوران عقارب 
الساعة فى اتجاه خط الشمال. 


28 > اتجاه المسار. 


8 - السرعة النسبية الأرضية. 
28 > زاوية الانسياق 


0 تأعنامعطا عمذا! طارمم عنما عط 15 //0 :4-9 عبع نظ 11 
ع12ل2ع2 عطا 15 21/04 
لم35 عط - 04 
4 تأع معطا عمذ! طكرمم عنصا عط 15 //4 
0؟] عد ألاكاعم1ء 0ع1نائ5223 ,علع30 00أبد غطا 15 /[ط4/ى 
1 طارمم عط 
لءع6م05!؟؛ عط - 48 
ع5انامء عطا 15 27/08 
6م2005 56) 08 
عاأعمة العلل عط 5ا 408 
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لاحظ أن هناك ثلاثة متجهات: المتجه 04 يمثل سرعة الهواء والاتجاه 
الزاوى» والمتجه 48 يمثل اتجاه وسرعة الريح؛ والمتجه 08 يمثل 
السرعة النسبية الأرضية والمسار. متجه السرعة النسبية الأرضية هو 
محصلة متتعة سدرعة الطائرة ومتجه سرعة الريح. 


المستوى المائل عسواط لعستاعه1 
جسم وزنه !1 موضوع على مستوى مائل وزاوية ميل المستوى على 
الأفقى © فإذا كانت المركبة الأفقية للوزن فى انجاه ميل المستوى و1. 


5 


شكل 4-10 
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والمركبة الرأسية للوزن فى اتجاه عمودى على المستوى إلى أسفل ,. 
ولذلك فإن ,8 و ء هى مركبات متجه الوزن 17. انظر شكل 4-10. 


مثال 4.5 برميل وزنه 50015 يستقر على مستوى مائل يميل بزاوية *1.2! 
على المستوى الأفقى. أوجد القوة اللازمة لمنع البرميل من الانزلاق 
إلى أسفل المستوى ثم أوجد رد الفعل العمودى على المستوى. (مع 
إهمال الاحتكاك). 


5 34/لا .عضقام لعمتاعما 11.26 8ق هه ذأوعء: أعسقط 500-15 م 4,5 عأدردرمدييكآ 
1010 أعسصقط عط معع! 0غ لع0ع26 (100اء11 08202128) غ102 1انالتأمامم عط 
أ05لةق328 ذامعلاء أعمهقط6 عط عع:م؟ عط ؤز غقطنا لهة عمصتاعما عط مبومل عدنااه: 

(.4-11 عسنواظ عءذ) (عمدام لعمتاغها عط 04 ععوقينة عط 


112 


شكل 4-11 
1 97.1 - (500)0.1942 - 11.20 هذ 500 د ,لآ 


!ا 491 > (500)0.9810 11.20 5ه 500 ىلآ 


ومن النانج نستنتج أن أقل قوة لازفة لمنع البرميل من الانزلاق إلى 
أسفل هى 97.115 ورد الفعل العمودى للمستوى هو 49115. 
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مسألة محلولة 4.1 عمود تلغراف مثبت رأسيًا بواسطة سلك مشدود يميل 
على العمود بزاوية "25 فإذا كانت قوة الشد فى السلك 30015. أوجد 
المركبة الأفقية ,1 والمركبة الرأسية ,1 لقوة الشد فى السلك 5. انظر 
شكل 4-12. 


عذذبد لإدع د لإط لوعتارء؟ أمع! 15 عأمم لاأموروعاء؛ ى 4.1 متعاطوءط ل0ع7او50 
*1 كه أأنام ة كترعلاء تاعتطنة لهة غ1مم غطا طغتبب *25 آه عاعمة مة كععلقم لاأعتطه 
لمة "1 كأمعدممصرمء لقعتارء؟ لمة لقأدمقمط عط لما .مه عطا مه 16 300 ع 

,4-12 عتناعا؟ ععذ .1 [أنام عط 1ه الآ 


شكل 4-12 
! 127 > (300)0.4226 - “25 وأو 300 - ,5 


7, > 300 وم‎ 250  300)0.9063( > 272 [6 


مسألة محلولة 4.2 يجر رجل زحافة بواسطة حبل يميل على الأفقى 
بزاوية “27 وذلك بقوة مقدارها 1001. (0) أوجد المركبة الأفقية لقوة 
الشد والمركبة الرأسية. (5) أوجد قوة الشد المطلوبة إذا كانت 
المركبة الأفقية للقوة هى 1000 فى مستوى الأرض أفقيًا. 
عع101 2 طلاتة لعا 3 0 لعطاعة))ة عغممء 3 5لانام مقم م 4.2 تمعاطوعط 501760 
عط لماط (2) .لمتمعع عط عاب 279 04 عاعمة مد دععلهقم عممء ع1 .5[ 100 04 
-ععل]ء عطا 200 لستامعع عط عمه1ة ل516 غطا عثامم 6 عمتلمع) النام عحتاععلاء 
عط طعنطه عععم] عطا لماط (ط) ,لإالهعتاءء؟ لعا5 عط ]11 0 عمتلمع لانام عحن 


لعأ5 غطأا 1201 ما ع0للمعا ععمم] ع لاتاعع 7ع عط أقطا جع010 م1 أزعيرع أ5نا 11210 
.5 100 15 لتنامعع عطا عدمأة 
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قرسي 


7 


شكل 4-13 


3 
2 


15 100 »و 
شكل 4-15 
الحل: 
(©) فى شكل 4-13 وشكل 4-4 نم تحليل قوة الشد 10015 إلى مركبة 


أفقية ,1 ومركبة رأسية ,8 على الترتيب. ولذلك فإن ,8 هى قوة 
الشد الأفقية, ,1 هى قوة الشد الرأسية. 


89 ع (100)0.8910 - "27 ومه 100 ح ,الآ 
! 45 > (100)0.4540 ع *27 وز 100 - ,لآ 


(5) كما هو موضح بشكل 4-15 المركبة الأفقية لقوة الشد المطلوبة 5 
هى 10015 -,8 إذن 


1121 - 100/0.8910 ع "27 ومء/100 - ] 
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مسألة محلولة 4.3 جسم وزنه 5001 -/1 يستقر على منحدر يميل على 
الأفقى زاوية مقدارها *29. (©) أوجد القوة اللازمة لتحريك الجسم 
أسفل المنحدر ورد الفعل العمودى للمستوى. (5) ما هى أقل قوة لازمة 
لمنع الجسم من الانزلاق إلى أسفل المستوى مع إهمال الاحتكاك. 
م1311 3 8ه 5أقع: 5[ 500 - [١‏ ومتطعاءت عاعماط ك4 4.3 تسعاطوء 501760 
عط 1201 10 0128رعا غ202 عطا لساط (ه) .لقاممتضمط عط طغتس 299 لعم ناعم 
نط1 (5) .مضصة عط مه عاعهلط عط 04 عععم؟ عط لهة محمقء عط وحمل علع010 


عط 001/8 5110188 2ده12 علعواط عطا معع! 0غ لعذاممة عدا أدنار؟ عع101 11101 لتم 
أعع1ع11 7م1312 


الحل: 
(©) بالرجوع إلى شكل 4-16 نحلل الوزن إلى مركبتين ,5, :8 على 
التوالى. إحداهما موازبة للمستوى ,7 والأخرى عمودية على 
المستوى :. حيث أن ,ل هى القوة التى تسبب حركة الجسم إلى 
أسفل المستوى و :7 هى قوة الجسم المؤثرة على سطح المستؤى. 
١‏ 242 - (500)0.4848 - “29 وزو '1ا ع آ 
16 437 > (500)0.8746 - “29 و5مء 11 - رآ 


(5) 2421 إلى أعلى المنحدر. 
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مسألة محلولة 4.4 إذا كان الاتجاه الزاوى لطائرة "75 من خط الشمال 
وسرعة الطائرة 200 مي ل/ساعة. أوجد السرعة النسبية الأرضية واتجاه 
المسار إذا كانت سرعة الريح 40 ميل/ساعة بزاوية “165 من خط 
الشمال. انظر شكل 4-17 

لع6م3315 عط لمه 759 15 عمقامئتهة مه ]0 عمتلدعط ع1 4.4 سعاطومط لعرامع 


0 ]0 لمانا 3 ذذ معطا ١1‏ عكانامء 300 لعءم05تنامعع عط لاط .لالتمر 200 15 
4-17 عتناعاآ ما معأ ]1 .16359 ره لتر 


شكل 4-17 


الحل: 
نرسم أولاً متجه السرعة من نقطة 0 ويليه متجه سرعة الربح ثم نقفل 
المثلث. 


اام 204 ع *(40)+ 200 ت 850100050660 (سرعة الأرض) 
'20 80119 لضه 0.2000 - 40/200 62 جردا 


اتجاه المسار ءة]ناه© 


'40 635 7550-0 ت ع011156ت (اتجاه المسار) 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الخامس 
الاختزال لدوال الزوايا الحادة الموجبة 


6 01 11111010115 0) 146011121011 
65+ ©1116 4م 


فى هذا الفصل: 
كا الزوايا المتطابقة 
ين دوال الزاوية السالبة 


كن الزوايا المنتسبة 
كا قيمة الدالة للزوايا 
الزوايا المتطابقة وعاعدصة لمستسه) 


نفرض أن 6 هى أى زاوية: إذن 


6# - (73609 + 6) 205 وزو ع (23609, + 6) 2أة 
6م > (3609, + 6) أمح 8 مه - 236090 + 0) مها 
6 عو» ‏ (3600 + 8) عى 6 عم؟ - (03609 + 8) ععة5 


حيث / أى عدد , جيه أق شالت أق يساوي | فر. 
شى صحيح فوم : 
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مثال 5.1 1 عامتصفقد] 
صزة ع (3609 + 400) رززة > 4009 2رأة (4) 
6 005 - 3609 + 1300) ومه 2 8506 وم (5) 


١ 3609( > 132‏ 3 -800) هه 2 (10009-) مها () 


إذا كان قياس زاوية 6 بالتقدير الدائرى فإن: 


:05 - 2,47 + 2) 2035© د هزة > 227 + ع) تتزة 
< )0 > م2 + 2) امح 7 120 > 2772 + 2) كما 
ع5 2 277 + 2) عو 561 - 21 + 2) عمو 


حيث أن # أى عدد صحيح. 


دوال الزاوية السالبة عاوصذح ء7نادعء81 2 01 كدمناعست"1 


تفرض أن زاوية 6 هى أى زاوية. إذن: 


0 5م - (6-) 05ح 6 مزة- - (0-) 12و 

6مع- - (0-) أم 6 نكما - - (6-) 221أا 

0 أوع- - (0-) عقو 8 )56 - (60-) ععو 
الزوايا المنتسبة 65ل ععمدع ع1 1 


إذا كانت زاوية 8 هى زاوية ربعية فإننا لا نحتاج زاوبة منتسبة. وإذا 


أمكن كتابة أى زاوبة على صورة 67 , 2ر +6 حيث أن 7 عدد صحيح 
و"0>360 0"5 فإنه يمكن إيجاد زوايا منتسبة للزوايا من *0 إلى *360. 
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ويمكن نعريف الزاوية المنتسبة 8 للزاوية 6 فى 
الوضع القياسى على أنه الزاوية الحادة الموجبة 
بين محور السينات والضلع الخارجى للزاوية 6. 
قيم الدوال الست للزاوية المنتسبة 8 للزاوية 9 
يتفق مع قيمة الدوال للزاوية 6 ربما الاختلاف 
فى الإشارة فقط. وبتم تحديد إشارة منسوب 
الزاوبة # حسب الربع الذى تقع فيه زاوية 6 ولذلك فإن أى دالة للزاوية 
6 يمكن التعبير عنها بالزاوية الحادة للزاوبة المنتسبة 8 ويستخدم الجدول 
التالى فى إيجاد قيمة الدوال المثلثية لأى زاوية. 


إشارات الدالة العلاقة ربع الزاوية 
121015 متطومم0هاع]]1 10:6 أهةع0130) 
6 دعم 1 


كل الدوال المثلثية موجبة 


ل 7# ع0 موجبة 1800-0 -</ 
18 طماء 011 موجبة “50 -0 ]1 


15 005 1 86 موجبة -3600 1/2 


قيمة الدالة للزوايا 

عنالة 1 1امتأعصناا دعجز 2 طاتر وعاعدرم 
قيمة الدوال للزوايا المتطابقة منساوية وهناك عدد غير محدود من الزوايا 
منساوية القيمة للدوال المثلثية للروايا. وحتى عند نحديد الزوايا فى 
المرحلة من 00 إلى 3600 يوجد عادة زاويتان لهما نفس قيمة الدالة 
وكل الزوايا التى تتساوى فى قيمة الدالة لها نفس الزاوبة المنتسبة. 
وأرباع الزاوية تحددها الإشارة لقيمة الدالة. والعلاقات المثلثية فى 
الجزء السابق نستخدم لإيجاد الزاوية بفرض معرفة الزاوية المنتسبة. 
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مسألة محلولة 5.1 استنتج علاقات الدوال للزاوية 8- بمعلومية الزاوبة 0. 


© 01 2735ة] 18 0- 01 1015أع7نا؟ عط :ه10 35أنالانته! عااترء12 5.1 تترء[طاومعط 50160 


زو 2 زور يرا 


(2) (١ 


)و 1 ً 


)4١‏ )ع( 


شكل 5-1 
فى شكل [-5 تم 'تحديد زاوبة 6, 6- وهما متساويتان عدديا. وتقع 
الخارجى لزاوية - على الترئيب حيث أن: ,05-08 وفى كل شكل من 


هذه الأشكال الأربعة يتطابق المثلثان, -” و+ ع بدو ع رر. إذن: 
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: بز “زر _ الل 
22-0170 جح لدج شد د (80_) د 
1 7 َ ْ - (86-) زو 
١‏ 
2 > الل 
2-2-0 - - هدج شد ر م- 
1 1 | - (0-) هذا 
1 
60 ل ص در 2 (8-) زمه 
08 - سس 2 لت ح (8-) عهو 
2-2-6 2 عكر -) عو 
بز إرلل 


وعدا بعض هذه الحالات عندما تكون الدالة غير معرفة والعلاقات 
السابقة أيضًا حقيقية عندما تكون زاوية ‏ زاوية ربعية يتحقق بفرض أن 
الزوايا *0- و ”0- و 905- و 2705 و *180- و 180 و2705- و 905 هى 
زوايا متطابقة. 

وعلى سبيل المثال: 

, 909 جزأة- ح 1- - 2709 أو ت (909-س)15زز , 09 وزة- 2 0 2 00 وزو 2 (09-) رزو 

0 0ه - - 0 ع “90 0ه - (2709-) امك و 1806 5م - (1807-)005 

مسألة محلولة 5.2 حقق تساوى الدوال المثلثية لزاوية 6 ومنسوب 
الزاوية 1 عندما 'تكون: 0<+ و2<0 و برج نعل 25 

35 0701م أنا عط ؟ه لإاأآقناوة ع7 قمع 5.2 تاتعاطوع 501760 


تبرج ء دم 2080 ,0 < نر ,0 < ع عتعطط / عاعمة ععمعرعاع: 5از 00ة 9 101 


0000 


شكل 5-2 


الحل: 
() عندما تقع 6 فى الربع الأول انظر شكل ()5-2 . 


موم ء ل ه68 ومه» موزوع لط ع9 مو 
1 .1 


2-53: 


90 
- “را >0 1م 8 ها ل 0 هما 


(5) عندما نقع 6 فى الربع الثانى. انظر شكل (5-2)5. 


058 تع 1ح أ لخ - 0 وم 8 ماذ ع < 02 (زأق 
م 
)+ د« 

امع - |رر | در -18» هقا- د || م 0 مقا 
8 8 58 3 

ع بر ت 0 عق 8[ ع56- - | أ م7 -0 عنمو 

(©) عندما تقع 6 فى الربع الثالث. انظر شكل )5-2. 

- 00 . 

ممه | ع |- ع 2 8 205 مزة- 2 ]لت 2و 5 
4 2 .و 9 
1 عم 5 

رمع ع هس طاحم ن 0 إل !1 25 > لط ملك دو من 
'[ الزمه كب بيجت 
ام 1 1 1 

8 عو 2ع ا ع6 عو 7 د |2 5 - 6 معد 
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8 ومح 2 لت 8 ومح 8 مزة- ع |-- لت دو وزو 
ٍَ ّ, 


اس مس( 
8 )0ح- 2 ل ع 6 أمء 8 80)- 2 1 .5 - 8 21] 


/ 


2ك َ 
8 عوع 2ع ر ل 0 عو [ ع56 2ع 02 56 
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الفصل السادس 


متغبرات ومنحنيات الدوال المثلثية 


1 01 قطمة1) 21210 17211261015 
111501101111155 


فى هذا الفصل: 
”ا التمثيل الخطى للدوال امثلثية 
كي متغيرات الدوال المثلثية 
“ا التمثيل البيانى للدوال المثلثية 
ين الإزاحة الافقية والرأسية 
كا الدوال الدورية 
”ا منحنيات الجيب 


التمثيل الخطى للدوال المثلثية 


55 1118011011111 ' 01 1252212010115مع11 11112 


نفرض أن زاوية 6 هى زاوية معلومة فى الوضع القياسى. (انظر شكل 6-١‏ 

موقع زاوية 6 فى كل ربع من الأرباع الأربعة). ومن الرأس 0 كمركز نرسم 

دائرة نصف قطرها الوحدة لتقطع المحور الأساسى 0 للزاوية 6 فى 4 

والاتجاه الموجب لمحور الصادات فى 8, والضلع الخارجئ للزاوية 6 
75 - 


فى . نرسم 1427 عمودى على 00 ثم نرسم مماسين للدائرة من نقطة 4 
و 8 ليقطع المماسين الضلع الخارجى للزاوية 8 أو امتداداه فى نقطتى 
* و © على التوالى. 

فى كل أجزاء الشكل 6-1 تتشابه المثلشات 
القائمة 01/8 و040 و088 ومن تشابه المثلثفات 
نسننتج العلا قات المثلثية الآ'نية: 


0 صلطا_ى . 
1 - سس - 0 6005 8/ - 0-2 5 
1 _ 01 11040 طارز 

ون يي 92 01 02- رم - هرم -0 هما 
08 مم 00 م0 

ب 3 سم جح سد 2 جح لماج سماخ 

0 0 #6 عو 2 - رم 7 عع 


القطع المستقيمة 012, 011 و 40 هى قطع مستقيمة. وقيمة الدالة هى 
طول القطعة المستقيمة المناظرة وإشارة الدالة يحددها اتجاه القطعة 
المستقيمة. والقطع المستقيمة الموجبة 00 و 08 تكون موجبة عند 
قياسها على الضلع الخارجى للزاوية وتكون سالبة عند قياسها على 
امتداد الضلع الخارجى للزاوية. 
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6 تم 
0 كعكمع رعو[ 


90* 0 180“ 180” 00 0 


اكه لشكرة - ١‏ لام 6 | ل 
0 1- نلهع] .1 1018016-1 .2 160 1ه .2 


270“ ٠0 60 


60 1 - نم1 ./ 


متها تنه .71 ععنةا مم ./ 0 هرم؟؟ .1 
وعنالة؟ #اناقجع0 كعدالة؟؟ ع اتلمهوعم انهسنا اناعطااب 
(0 6 ©*-) 0 نه (0 0 © -) 0 6) (©+ 0ه 0) 


0 ممم .2 عجنة هنهر؟ .2 0 ه50 .2 عنة! 1م .2 
انمذا )100 معنالة؟ 6نازوقمم انم ذا انعطائه ععنالة؟ 076 أ5م82 
(0 مه © +) 0 ها (ه - 06 0) (0 ما ©*+) 0 ما 


/. عه .2 مها عم .1 كنم‎ -١ 
أندذا أنسطلاته دعناله؟ علاتلموعم انسنا )مط اع‎ 
)1 ما (ه+ 0ه‎ -1[ )-»© 10 -!1( )- ١ ٠ -©( 


ععنه! حمم) .2 
وعنالة؟ علانازومم 
(! ه © +) 1 ها 


2. 5011 ديو ,2 عتنةا نهم .1 عه !1 عؤنةا‎ - ١ 
أتصرذ! اسسمطاته وعنالة؟ علالأقوعم اننا أبمطاتت ععنالة؟ عانالقمم‎ 
0غ 1-) (1 - ما ©»-) 1- 0غ (©+ 0 [1) (10(1©+)1ه]‎ -©( 


متغبرات الدوال المثلثية 


ايها 


77211210115 01 1115011011111 575 


نفرض أن نقطة 2 تتحرك عكس دوران عقارب الساعة حول دائرة الوحدة 
بداية من نقطة 4 فإن 4/407 >6 نتغير باستمرار من ”0 إلى *360. لاحظ 
فى شكل 6-1 كيفية تغير الدوال المثلثية. (تزايد. : وتناقص 2). 


التمثيل البيانى للدوال المثلثية 


9 


55 1115011011111 01 قطرة21) 
فى الجدول التالى قيم الزاوية « معطاة بالتقدير الدائرى وعلى أى حال 
الدوال المثلثية تكون غير معرفة لقيمة ,د + مسجلة بدلا من قيمة الدالة 
غير المعرفة. منحنيات الدوال المثلئية موضحة بشكل 6-2. 


+ 056 ح ار 566 عد از 0 "د نر تنقا ‏ بز + 05© > ز 0زة 2 ل 0 
مه 10 #0 0 10 0 0 
200 1.15 1173 058 05 050 76 
141 1.41 10 100 0,71 01 04 
1.15 200 058 1/73 05 07 7/3 
100 6+ 0 د 0 100 7/2 
1.15 0- 8- - | 173- 0- 07 25/3 
41 1.41- 0- 0- 1- 0,1 2144 
200 115- 3- 8- 7- 05 57/6 
0 0- 2 0 0- 0 7 
0- 55- 1173| 08 7- 0- 777/6 
141- 1.41- 10 10 1- [71- 574 
15- 0- 058 1.73 0- 37 - 41/3 
0- 3 0 ه+ 0 0- 372 
115- 200 8- 3- 050 7- 51/1 
41 - 1.4 0- 0 - 0,71 71- 74 
0- 1.15 3- 8- 057 0- 1176 
مه 10 مه 0 10 0 27 
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شكل 6-2 


ندعم هبر (4) 


(6) 


سيم 


منحنيات الدوال المثلثية موضحة بشكل 6-2 


الإزاحة الأفقية والرأسية 
قاآلطذ [2)ء ١‏ 320 11011701121 


الرسم البيانى للدالة المثلثية يزاح رأسيًا بإضافة الثابت 
غير الصفرى إلى الدالة وأفقيًا بإضافة العدد غير الصفرى 
لزاوية الدالة المثلئية. وشكل 63 يوضح منحنى الدالة 
دهن - ر والجزء الآخر من شكل 6-3 يوضح كيفية نقل المحاور للدالة. 
نفرض أن ء هو عدد موجب ويإضافة هذا العدد إلى الدالة المثلثية 
يكون الناتج هو نقل المحاور للمنحنى إلى أعلى بمقدار © (انظر شكل 
(6-300). ويطرح هذا العدد من الدالة المثلثية يكون الناتج هو نقل 
المحاور للمنحنى إلى أسفل بمقدار الوحدة ء (انظر شكل 6-3)0). 
وعند إضافة العدد الموجب 4 إلى زاوية الدالة المثلثية يتم تقل محاور 
الدالة يسارا بمقدار العدد 4 (انظر شكل (630) وتنقل يسارا بمقدار 
وحدات 4 عند طرح العدد الموجب 4 من زاوبة الدالة (انظر شكل 630). 


الدوال الدورية 0015 علو سرعم 
أى دالة (2)/ للمتغير * والتى نتكرر قيمتها فى دورات محدودة تسمى 
بالفترة 26:1001. والمدى الأصغر لقيمة + والذى يتطابق مع دورة كاملة 
من قيمة الدالة يسمى "بفترة الدالة" ومن التمثيل البيانى. لمنحنيات الدوال 
المثلثية نجد أن فترات منحنيات الدوال المثلثية للجيب وجيب التمام 
وقاطع الزاوبة هى 2# بيئما للظل وظل نمام الزاوبة هى *: ولذلك فإن 
(1) ع ومه ع (رج عرو/ !)مأو وبمكن استنتااج المنحنى ومه - ر بنقل المنحنى 
- ( مسافة مقدارها 5:/! جهة اليسار. 
(2) بدعهد - زر + عرر/ أاءيى وبمكن استنتااج المنحنى دعىه - ر بنقل المنحنى 
“اءم؟ - بر مسافة مقدارها 5:/' جهة اليمين. 
- 80 - 


- 81 - 


1 مالمع بر () 


2 + + من عدبر (6) 


+ مه س بر (0) 


(5/4 + <) هته « بر (4) 


تابع شكل 6-3 


متحنيات الجيب قله كاك 


السعة ءلداذاممة والدورة 6800م للمنحنى + وز - ر هى 1١‏ و *2 على 
الترتيب. ولكل قيمة من قيم : للدالة + 55 ه-ر عندما 0 هى 
حاصل ضرب » فى الدالة هه - نر ولذلك فإن سعة الدالة 1مأة بر هى 
ه والفترة 2. وأيضًا عندما 2# - بط و27 ح فإن سعة الدالة هاف د بر 
د عندما 5<0 هى ! والفترة 2700. 0 
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والمنحنى العام للجيب للمعادلة: لط هه 4 - نر 
حيث أن 0<ه و 0< 
نكون سعته © وفترته 27/5 ولذلك فإن المنحنى *+35182-< سعته 3 
ودورنه 7 -22. وشكل 6-4 يوضح شكل المنحنى +مأة نر و مأة 3 > ر 
7 على نفس المحاور. 


2 هاه 3 + عن الأم سس بر 


شكل 6-4 


وهناك أشكال عديدة من الحركة الموجية يمكن استنتاجها وذلك 
بدمج منحنيين أو أكثر من منحنيات الجيب. 
مسألة محلولة 61 أرسم منحنى الجيب موضحا دورة واحدة لكل من 
الدوال الآنية: 
65100 026 101 1011079128 عط 04 قطمقعع غطا طلعغععطذ 6.1 تسعاطوعظ 5010 
5(/!) ماة 3 ع بر(ه) ‏ :323 ماو 2 ر( )6‏ إمزذ 4ع (ز(4) 
:((10) + ع) 2510 در وم 2 - بر (ك) 
2 + بن(/!)) 515 3 2 عد(/!) 5م 3 ح (ر (ه) 
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* دنه 4 » بر (0) 


يذ هزه ع عر (5) 


«ؤعف دعر () 


* 06 2 » عر (4) 


. شكل 6-5 
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الحل: فى كل حالة نستخدم نفس المنحنىء ونمثل النقط لكل من 
الإحداثيات السينية والإحداثيات الصادية لكل منحنى على حدة 
لتحقيق المطلوب من السعة والفترة لكل من المنحنيات المطلوية. 


انظر شكل (6-5). 

السعة - 4 والفترة -28 عدوزة 4 -( (4) 
السعة -1 والفترة - 273 3 هزه - بر (م) 
السعة -3 والفترة -2/)1/2(>45 :و/!) دو 3 - نر ) 
السعة <-2 والفترة - 2# 051 2 <( (4) 
لاحظ وضع محور الصادات: 

السعة <3 والفترة - 4 «(و/!) وم 3 -نر (6) 


مسألة محلولة 2 أرسم منحنى الجيب لكل من الدوال الآ نية: 
:101103128 عط 01 طعقء أه ملع عطا أعنماكمه) 6.2 دمعلطوعط 301760 
/!) 31 > رز (0) :32 لقا ت بر (0) :د 0 3 ت ( (6) جد مها 1 ع رز (4ه) 


الحل: فى كل حالة نستخدم نفس المنحنى ونمثل النقط لكل من 
الإحداثيات السينية والإحداثيات الصادية لكل منحنى على حدة, 
لتحقيق المطلوب من السعة والفترة لكل من المنحنيات المطلوية. انظر 
شكل 6-6. 
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7 6800م ققط ع مها 3 > بر (ط) لممعم فقط ع مها 1 > بر (2) 


3 2000م كقط +3 انها > بر (©) 


ل 


شكل 6-6 


مسألة محلولة 6.3 ارسم المنحنى لكل من الدوال الآتية 
:01109108 عط كه تاعقع أه امومع عط أعتعاكمم) ‏ 6.3 ممعاطوءط لعرامه 
:06 005 - 23 9أ5 > ز (0) :33 605 + ج22 رأة ت بر (5) جز وم2 + ع رزو > ر (6) 
3 205 2 + 22 وأو 3 > ( (4) 
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< 205 + 2 أو > لإ (4ه) 


وم + ع 610 ع 


5 


شكل (6-7)65 
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3 205 - 22 ملو > ر (ع) 
1 


اذ وم - 2 هزه ع از 


شكل 6-700 


005 2 +20 وز5 3 >( (4) 


35 قمع 2 + 22 ونه 3 » بر 
2 7أع 3 س 


شكل (6-700 


الفصل السابع 


العلاقات الأساسية والمتطابقات 
5 انث ومتطكص0)د1عغ1 عأاكد8 


فى هذا الفصل: 


العلاقات الأساسية 
كا تبسيط التعببرات المثلثية 
للا المتطابقات الثلثية 
العلافات الأساسيةه ومتطكسه120] عزود8 
علاقات فيناغررثك< “اتج قسمة العلاقات المثلثية مقلوب العلاقات المثلنية 
موع دمع قتا رط أحاء نا010) لهع0 ماع11 
ومتطكصه)2اء1 ؤم تتأكده])داء1 ومتطكده)داء؟1 
1106 1 
2-1و +1526أو - 6 ةا لب ح # نو0 
0060 50 
6 1 
0م -6 202 + 1 دوم ب ح # معع8 
51680 608 
1 
60“عى -8 2إون + 1 لك 6و0 
6ه 


والعلاقات المثلثية الأساسية صحيحة لكل قيم 6 التى تشملها 
الدالة. وعلى سبيل المثال 1 -6 62مه + 51020 تتحقق لكل قيم 0 بينما 
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5185 -0 38 صحيحة لكل قيم 8 حيث 3086) معرفة. وهذا يعنى 
أن كل قيم 6 حسب العلاقة *8*2090 حيث * فردية. ماعدا قيمة 0 


النتى تجعل 0*0 مزة, 0 -0 5م». 


تبسيط التعببرات المثلثية 


ايها 


655 1م11 1115011011111" 01 )1122 1امسزك 
من القواعد الشائعة تحويل أو اختصار التعبيرت التى تحوى دوال مثلثية 
إلى أبسط صورة. 
مسألة محلولة 7.1 باستخدام العلاقة المثلثية 1 -60 52همح +8 2هزة بسط 
التعبير المثلثى الآنى: 6 “وم 6 صزة + 0 انأو 


عط تامسةة ,1 -6 توم +6 تمزه دمناواءء غطا عمزوتآ 7,1 دمعءاطمعط 1960مى 
,0 052 6 مأو + 0 ثمزة ممأووعرمة عتماع لط مومع تا 


الحل: 
06 - (1) 0 هأ ع (6 2وم» + 0 2زرأز) © جأة 2 8 2و0 © وأو + 36رزو 


المتطابقات المثلثية 115 ع اع سرمسمع 1" 


المعادلات النى تشمل الدوال المثلثية وتحقق لكل قيم 8 فى طرفى 
المعادلة تسمى بالمتطابقات المثلثية. على سبيل المثال: 


0 6-2 هذا 6 205 220 06 - # ع5 # 205© 
المتطابقات المثلثية تتحقق بنقل أحد طرفى المعادلة إلى الطرف الآخر 
(حسب الاختيار). وعموما يتم اختيار الطرف المعقد أو الأكثر صعوبة 
لتبسيط عملية الحل وفى بعض الحالات يتم نقل كل من طرفى المعادلة 
إلى نفس الصورة. 
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الخطوات العامة لتحقيق المتطابقات 


.1 


5 عبستكاس؟؟ 10 وعستاء أن لورعص 6 


يجب معرفة العلاقات المثلثية الأساسية الثمانى ومرادفات كل 


منهم. 
يجب معرفة خطوات جمع وطرح واختصار الكسور وتحويل 
الكسور إلى كسور مكافئة. 


يجب الإلمام بعمليات التحليل المختلفة وطريقة الضرب البسيطة. 
استخدام عمليات التعويض والاختصار لأحد طرفى المعادلة فى 
أبسط صورة. 

اختار أحد طرفى المعادلة الأكثر تعقيدًا وحاول نقله إلى الطضرف 
الآخر من المعادلة لتكون المعادلة أكثر وضوحا. 

حول كل طرف هن طرقى المعادلة مستقلا بنفس الصورة. 

تجنب عمليات التعويض فى صورة المقلوب. 

استخدم عمليات التعويض لتحويل كل الدوال المثلثية فى صورة 
عقاقء عأوومه ثم اختصر. 

أضرب كل من البسط والمقام فى مرافق أحدهما. 


. بسط كسور الجذور التربيعية بالضرب فى مرافق الجذر وتحويله 


إلى ناتج مربع تام. 
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مسألة محلولة 7.2 أثبت علاقات فيثاغورث للمعادلات المثلثية الآنية: 
5 المع7معقطالاط عط عناورظ ‏ 7.2 تمعاطوعظ 501960 


© ثععو ع 0 ثمها + |1 (5) ,باع 6 ومع + 6 توزو (و) 
0 “عو 82 تنو + 1 (0) 


الحل: من التمثيل البيانى للنقطة (50:2 فإن: ( رجض دم 
(©) بقسمة 4 على 2 فإن الناتج: ‏ 1-*(م/) + “م/م 
أى أن: [ -0 ووه +6 وز 
(0) بقسمة 4 على 2 فإن الناتج: “م) - أ( + 1 
أى أن: 0ه -20هتا + 1 
وبقسمة طرفى المعادلة: 6-1 وم +828زو على 0 “5م0٠‏ 
يكون الناتج: 


2 2 : 
1 568 
0 “مهو - [ + 8 202 ,01 إجي) -اء+ ع 


(©) بقسمة 4 على “ فإن الناتج: ‏ *((7) -1+ “ري 
أى أن: وى - 1 +8 ثم 


وبقسمة طرفى المعادلة: 8-1 27وم +8 2زمزو على 0 “مأو 


يكون الناتج: 
ا 1 ١‏ 60000 
6“عى -0 2م + 1ه 6 | > |[ ووه +1 
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الفصل الثامن 
الدوال امثلثية لزاويتين 


111501101116111 1120125 01 


65 1770 
فى هذا الفصل: 
كا قوانين الجمع 


كن قوانين الطرح 
كي قوانين ضعف الزاوية 
كي قوانين نصف الزاوية 
فوانين الجمع 1115 40011011 
ظذد 9 دومع + 0 5مء 9 مأ - ( + 0) 1أ5 


6 زد » هزو - 8 5م :9 05» - (7/ + ©) 005 


/ هه +2 30 
16 بومة -[1 


مسألة محلولة 8.1 أثبت قوانين الجمع للعلاقات المثلثية. 


35 نط1 300150517 علا عبزورط 8.1 درءاطوعط 501760 


- ( + ه) 132 


الحل: نفرض أن زاؤية » وزاوية 6 هى زوايا حادة موجبة حيث 
>7 + » شكل (©8-10 أو 05 < 8 ده شكل (8-1)6. 
93 - 


شكل 8-1 


ولرسم هذه الأشكال نمثل زاوبة .» فى الوضع القياسى ونمثل زاوية م 
التى تنشترك مع زاوية © فى الرأس 0 والضلع الأساسى للزاوية هو نفس 
الضلع الخارجى للزاوية ©. ونفرض نقطة 7 على الضلع الخارجى لزاوية 
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(8 + 0). نرسم 4 عمودى على المحور “(0: ونرسم 8 عمودى على 
الضلع الخارجى لزاوية ©»» المستقيم 80 عمودى على المحور 07 
والمستقيم 80 عمودى على المستقيم 28. 
إذن: » - 8ص لأن الأضلاع المتناظرة (04 و ص , و 08 و م8) 
هى أضلاع متعامدة: إذن 
(6 + 6©) ماو 


2 2 08 62 22 مز + طن _ 28 +40 4 
م0 م8 م60 08 م0 م0 م0 م60 م0 


0أ5 © 05» + 8 5م» 0 أو - 


(7 +2) وم 


5 25 08 0 _128 _ 00 _ 8م - 26 00-4 _ 04 
م0 م8 م0 08 م0 م0 2 م0 م0 م0 


8أ5 © أذ - 8 205 0 205 ع 


( +©) هما 
ها5 0 605 7 005 5185 
5م 26050 0 5مء 9 5مه _ 6 هأة 9 ووه + 205 © مأد _ ( 8 + 0) مزه 


ل 5 550 _ ل 95 0 605 0518 مز - 8 605 © 605 ( + 665 


2035 0: »05 >05 0 205 


35) +2 131 
00 0م -[ 5 
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قوائين الطرح 115 5101211211011 
م 1أ5 0 05ء - 8 5م 9 مأ ع ( - 0) مذو 


518 0 أذ + 8 05» © 05© - ( - ه) 5مء 


38-0 - 130 
1 + 300 38 


مسألة محلولة 8.2 أثبت قوانين الطرح للعلاقات المثلثية. 


01101015 732)1011اناناد عط) ملع 8,2 رررع[اطمع 50170 


- (8 -04) هها 


الحل: 
(/-) دأ © 05» + (8-) 205 © لمأو > [(2-) + 0] ماو - (8 -0) واد 
( هزو-) © 205 + ( 5مح) 0 أو - 


76 7أ5 © 5م -7 205 0 وأو - 


(-) مأ © هلد - (-) 205 © 05» - [(-) + ©] 5مء - (0 - 0) وم» 
(6 مأو-) © وار - (8 ومء) 0 05ح - 


مأذ © مأو + 7 5م © 005 - 


306 + )22)- 8( 


(8 -)0ة) هه -1 > [(8-) + ه] هها - (8 - 4) مدا 


(8 هد -) +ه دما 


(8 هم ع) ومن -[ > 


0-131 135 
0 0ه +[ 2 
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قوائين ضعف الزاوية 015 عاعصمفءءاطنو2 
0 605 0 515 2 2 20 مأو 


| دج 2ون 2 جب نوزو 2 - 1 عبن * وأو دو 2ومن 2 20 ومح 


مسألة محلولة 8.3 أثبت صحة قوانين ضعف الزاوية. 
.نم1 عاعمة-ءأطناهل عط عناوعط ‏ 8.3 درءاطودظ 501760 
الحل: من قوانين الجمع للعلاقات المثلثية الآنية: ‏ 
لأ5 © 05 + 8 05» 0 2أو ع (8 + 0) مأو 


هأذ 9 وأ - 8 5م20 9 5م - ( + 04) 05ه 


/ 38 + © مها 
' مدا وو -] - (م + ه) مها 


نستبدل زاوية ‏ بزاوية © ليكون ناتج التبديل العلاقات الآنية لضعف 


الزاوية: 
ش 0 205 0 2أ5 2 2 0 7أ5 0 205 + 0 0/005 9أ5  -‏ 20 زرز5 


 - 205 0005 0 - 519 0 5192 0‏ 20 0605© 
51020 -0 2052© - 
0 “رزو 2 - 21ي 2وزو - (0 2وزو - 1[) - 


2-١‏ *و0 2 - 0 2و0 - 1) -ن ونون ع 


1300+ 1300 0 - 000 


1 :20 ها 
ب *ترها - 1[ 3501310 -1 
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قوانين نصف الزاوية 0115 عاعصخ-11211 


لنتكاة - 6 لكأة 
2 
ا - 0 05 
8 2 
1-0 ر _0لأة_ _ 050 1 + -60/! دا 
6مزه ‏ 56مع+1 56م +|] 


مسألة محلولة 8.4 أثبت صحة قوانين نصف الزاوبة. 


11105 غ[ع 1-32 لط عط عام 8,4 تنتعأطوعظ 501960 


الحل: 
فى العلاقة: 0 :هزه 2 - 20-1 ومه استبدل زاوية © بالزاوية (1/20) 


060 رزو 2 - 1 - 8 وم 


تا دوي نوز 


6 1 
6 + 70-2 راو 


فى العلاقة: 1 -2 :0ع 2 - 20 05 استبدل زاوية ه بالزاوية (1/:0) 


2058 - 2 205206 - | 
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لماننتاطا 2 1726 وو 


06 +1 
ل 1/6 05> 


هلهم 
00 1 


05-0 
2 
#6مو _ 26ومع-]1 57 606 +056[)1ع-1 55 
06 +1 “(6 وم +1) (6()1+6056ومه +1) 
06و-1_ *86(2ومء-1) 5 0/0 -056/(1ع-1 57 
#6زة ‏ 26ومع-|[1 (56مه-8()1 وم +1) 


الإشارة + ليست ذات أهمية فى هذه الحالة لأن إشارة 201/6 هى 
نفس إشارة 6 هذه وإشارة (0 5مه - 1) هى دائما موجبة. 


©9© ل 


7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل التاسع 
قوانين الجمع والطرح والضرب للروايا 


00 تخ رععدء 101111 رطتات 
115 


فى هذا الفصل: 
كي ضرب العلاقات المثلثية للجيب وجيب التمام 
كا المجموع والفرق للجيب وجيب التمام 


ضرب العلاقات الثلثية للجيب وجيب التمام 
65 2110 511165 ]0 2001115 
((8 -نم)هاو + ( + ه)مأة]»/! - م 5م به هلد 
[( - بم)مزو - (8 + نه )وزو]د/ا ع م هأ © 5مء 
[(8 -ه)وم» + (8 + ه)ومء]د/! - ( 05» 0 5مء 
((8 -بم)وم - (8 + به)ومء]:/!- - 8 مأ ه مأذ 


مسألة محلولة 9.1 استنتج قوانين الضرب للعلاقات المثلثية. 


كةأناسمة؟ اعسهوعم عط مقع 9,1 سعاطمدط فعراوع 
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الحل: 


(8.-06)مزأو + (8 + 0)مزة 
(8 هزه وم - 8 5م © هزو) + (8 5 0 605 + 2 605 0 8أ5) - 
8 5م» وده 2 - 
ومن المعادلة الأساسية نستنتج أن؛ 


[(8 -0)مذة + (8 + م)مأو]ء/! > 8 5م :0مأو 


بها اق: 
م هثة 050 2 > (8 - 0)نزو - ( 8 + 0)نزأو 
إذد: 
((8 - 0)هنة - ( م + نه)مكى]/ة - م هذه 50م 
بما أن: 


(8 -©)وم + (8 + ه)ؤ5م» 
( هذ 0هأة + 8 5مء 0050) +  (‏ مأة 20أد - 8 205 /0050) - 
م 5 0 005 2 - 
ومن المعادلة الأساسية نستنتج أن: 
[(8 -6)ذمء + ( 8 + 0)ومء]/! - 8 05» 50م 
بما أن: 
هأ 0مأة 2- > (8 - 05)0» - (3 + 0500© 
إذن: 


)8 -:05)0» - (0 + ب0)ومع]:/!- > 8 هأة 0 لرأة 
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المجموع والفرق للجيب وجيب التمام 

65 2110 511165 01 1011111712 2110 111ناك 
(8 -4م)ك/ا وم (8 + 5)4/ رزة 2 > 8 نزد + 4 داذ 
(8 - 4)ث! مزة (8 + 4)/! وم 2 ت 8 مزذ - 4 اد 
(8 -2)4/! 005 (28 + 604 ؤم 2 2 8 ومن + 4 5م 
(8- 4)/! مز (8 + 5)4! وزة 2- > 8 5مك - 4 05ح 
مسألة محلولة 9.2 استنتج قوانين الجمع والفرق للجيب.وجيب التمام. 
.011110135 1 لقة اناد عط عناأرء0آ[ 9.2 تسعاطومعط 50160 

الحل: نفرض أن: ظ م - +0 2و 8--ه 


من الفرض نستنتج أن: ‏ (1/24+8-ه و (8-1/24-8 


بالتعويض فى المعادلة: 05© 09 هأة 2 ع ( - 0) واد + (8 + 4) ازأد 
نستنتج أن : (8 - 4)ا وم (8 + 4):/! دزد 2 - 8 مزر + 4 أذ 
بالتعويض فى المعادلة: هأذ © 5م 2 - (2 - ©) مأو - ( + 0) ملد 
نستنتج أن ؛ (8- م)ن/! مو (8 + 4م)2/! وم 2 - 8 هو - 4 هاه 
بالتعويض فى المعادلة: 205 2 5م 2 - ( -0) 05» + ( + 0) 5م 
نستنتج أن (8 --4)نا! ومع (8 + 4)/! ومن 2 - 8 ومء + 4 وم» 
بالتعويض فى المعادلة: 05 © هأ 2- - ( - به) 5مء - ( + 0) 5م 
نستنتج أن : (8 - 4)ه! هنو (8 + )يا مزو 2- ع 8 ومع - ل ومع 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل العاشر 


المثلثات المائلة 
65+ 00110116 


فى هذا الفصل: 
كين المثلثات المائلة 
نا قانون الجيب 
كا قانون جيب التهام 


حل المثلثات المائلة 
المثلثات المائلة وعاعطة 1 عسوتاط6 


المثلث المائل عاعهدذن عداوناطه هو مثلث لا يشمل 
ضمن زواياه الزاوية القائمة. وهو مثلث زواياه 
الثلاثة حادة أو زاويتان حادتان والزاوبة الثالثة 

وفى المثلث نرمز للزوايا بالحرف 4, 8, © والأضلاع بالحروف ©, 
0 ©. انظر شكل 10-1. 
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قانون الجيب وعصزة 04 1:27 


» » + 


فى أى مثلث 480 تتناسب الأضلاع مع جيوب الزوايا التى تقابل هذه 
الأضلاع فى المثلث. 


© هاأةو_ 8 قو ك4/تزد 6 م 0 


62 222-7---:-2-5-2-2--2222222 7 الس سحا وو ل 
_- اس بسح 


2 م 2 ) هزوة 8 تتاو 4ظتزد 


مسألة محلولة 10.1 استنتج قانون الجيب لحل المثلث. 
15 01 201[ عط عنالعجآ 10.1 تع لطوءط 50160 
الحل: 
نفرض أن 480 أى مثلث مائل. فى شكل 10-2 الزاوية 4 والزاوية 8 
هما زوايا حادة بينما فى شكل 10-3 زاوية 8 هى زاوبة منفرجة. 
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نرسم © عمودى على 48 أو امتداد 48 كما فى شكبل 10-3 ونفرض 
أن طول العمود هو . فى المثلث القائم الزاوية 408 فى كل من الشكلين 
4 -/ بينما فى المثلث القائم الزاوبة 808 طول العمود 8 515 -/. 
إذن فى شكل 10-3 طول العمود / هو: 


8ه > ع (8 -*180) لقأو ه > 21286 وأو 6 - م 


ومن طول العمود نستنتج أن 
6 0 


8 ملوةه 4 ثاأة 


0 م وزو م > 8 نأذد 6 


وبنفس الطريقة السابقة (برسم عمود من نقطة 8 على 46 أو عمود من 
نقطة 4 على ©8) نستنتج أن: 
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تسوس 01 


ومن المعادللات السابقة 0 تناك أن* 


قانون جيب التمام 


©ء _ © 
0 مو 4 لاد 
ح م 2 


1277 01 65 


فى أى مثلث 480 مربع أى ضلع فى المثلث يساوى مجموع مربعى 
الضلعين الآخرين مطروحا منه ضعف المستطيل المكون من أحد هذين 


الضلعين ومسقط الآخر عليه. 


مومع ع25 - م + ثم ع 2ن 
8 وم ع2 - 2 + 2ج ع ثم 


© وم ع2 - 2م + أن جع 3 


مسألة محلولة 10.2 استنتج قوانين جيب التمام لحل المثلث. 
.055 ]0 3[ عا عنااءء10 10.2 بمعأطوعط 501560 
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الحل: 

من المثلث القائم الزاوبة 408 فى كل من شكلى: 104, 10-5 نستنتج أن: 
*(م + :, 2ط 

من المثلث القائم الزاوية 868 فى شكل 10-4 نستنتج أن: 

8 05 ب - 8/10 ل0قة 8ه » - / 
ولهذا فإن 
00 8 * - » - قلا - 48 - 410 
بالتعويضن فى المعادلة: 

8 2ومع02 + 8 05 266 - 2 + 8 خوزوة4 ع 42(2) + 2ز ع ثم 

8 ؤم م2 - 2ع + (8 ثوو + 8 153و)02 د 

8 5م 266 - ع + 2م ع 

من المثلث القائم الزاوية 808 لشكل 10-5. نستنتج أن: 

.8 هلز ه ع (8 - *180) مأ ه > 2)810ه واو © > / 
8 5م»© 6 - ح (8 - 1809) 205 4 - 281 05 0 810 
إذن: 8 05© 4 - » - (ا8 + قالم - 41 
8 وم 200 - © + 3 - ثم 
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والضور الأنخرى لقوانين جنب التماء ,يملا ايسباجها بالتيير الدوري 
للحروف. على سبيل المثال: له وم 250 - 2 + ١‏ ع أه. 


حل المثلثات المائلة وعاعصد] عدوناط0 01 دصمتاساهوك 
بمعلومية ثلاثة أجزاء من مثلث وليست كل زوايا المثلث معلومة, يمكن 
حل المثلث أى يمكن إيجاد أطوال الأضلاع الثلاثة وزوايا المثلث. 
والحالات الخمس لحل المثلثات المائلة هى: 


حالة 1: بمعلومية زاوبتين والضلع المقابل لأحد الزاويتين» يمكن إيجاد 
الضلع المقابل للزاوية الأخرى باستخدام قانون الجيب لحل 
المثلث. 

مسألة محلولة 103 حل المثلث 486 إذا كان: 62.5 - », '112020 4, 

“10+ -6©. انظر شكل 10-6. 


ت- 4 ,62.5 ح 6 للعلازع ,480 عاعمدات عط علاأه5 10.3 ممعاطوعط 501760 
.10-6 عمنعا عع5 .“42010 ع © لمة :112020 


5 هه 


شكل 10.6 


الحل: لإيجاد زاوية 8: 
630 - '/154530 - 1809 - (4 + ©) - 180 - 8 


لإيجاد طول الضلع 5: 
وو (62.504305 ر 25030 62595 _ # علقم _ 
<< 09250 120207لهزلو ‏ 4 هنو 0 
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[/67040 هزه -(/0800-112520)هزو > “112520 وزو 


لإيجاد طول الضلع »: 


_ (62.50:6713 _ “4210 هاو5. 62 ير 6ماقه يي 
5 0920 1220م لمم 22 


الأجزاء المطلوبة هى: 29.1 2,5 45.4 -», '2530 - 8. 


حالة 11: بمعلومية زاوبتين على جانبى ضلع معلوم من المثلثء يمكن [ يجاد 

الزاوية الثالثة واستخدام قانون الجيب لإيجاد الأضلاع الأخرى. 
مسألة محلولة 104 حل المثلث 486 إذا كان: .25 -م, *4-35, ”68 -8. 
انظر شكل 10-7. 


؟35 - 4 ,25 د ء وعلااع ,480 عأعمقات) عط عللامذ 10.4 سعاطمعط 50170 
10-7 عمنواظ عه5 .”68 - 8 3010 


لإيجاد زاوبة 6: 
6 103 - 1800 - (8 + 4م) - 1800 - © 


لإيجاد طول الضلع 4: 
,_ (250.5736 *35هأة25 _ 4 هأوء 
0.9744 77 هلو 80و 
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لإيجاد طول الضلع 5: 
( 2509272 _ 685 مزو25 _ 8 ملوء 


رحس ا حي ل 2 :6م" 


4 - 
الأجزاء المطلوبة هى: 15 -4, 0-24 و *8-77. 


حالة 111: بمعلومية ضلعين من المثلث والزاوبة المقابلة لأحدهما وباستخدام 

قانون الجيب» يمكن إيجاد الزاوية المقابلة للضلع الآخر. 
مسألة محلولة 105 حل المثلث 486 إذا كان: 4-525, 421 -», 
و13050 -4. انظر شكل 10-8. 


421 - » ,525 ت 4 معلااع ,)48 عأعقةن) عط عناأهذ 10.5 سعاطوعظ لع اود 
10-8 عتناواظ عع5 “130050 > 4 لمج 


شكل 10-8 


الحل: حبث أن 4 هى زاوية منفرجة و »2< إذنَ يوجد حل واحد 
للمثلث. لإيجاد زاوية 0: 


- ) زاة 
, 1 “ميهة ٠‏ 4 5 
0 - © لمة 0.6067 _(4210.7566 _ 421918130507 _ 4 ملوء 
525 525 0 


لإيجاد زاوية 8: 
/1"50] - (م +©) - 1800 - 8 
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لإيجاد طول الضلع 5: 


من _  5250.2051(‏ '50*!لماقكةة _ قعاقئه _ 
0.7566 0 '13050هاة ‏ 4ظالة 0 


الأجزاء المطلوبة هى: '37520 -6, '11950 -8 و 142 - 5. 


حالة 17: بمعلومية ضلعين والزاوية المحصورة بينهما وباستخدام قانون 
مسألة محلولة 10.6 حل المثلث 486 إذا كان: 4-132 و224 -.م 
و'28040 -6. انظر شكل 10-9. 


224 - 132,5 2 ه وملااع ,)قلق عاأعمقنا علا غامد 10.6 ممعاطوعط 501960 
10-9 عتناعاظط عء5 ,28*40 2 0 300 


الحل: 
لإيجاد طول الضلع : 


) 5م 205 - 2ل + 2ن ع تع 
“28*40 5مء (2)132()224 - *224(2) + 132(2) - 
(0.8774) (2)132()224 - 224(2) + 132(2) ع 
4 - 


5 دع 
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لإيجاد زاوية 4: 


> 4 للأة 

:. : 1 1 
ل 4ه م_(13204797 _ 28540 132518 _ © ملقه 

5 125 125 

لإيجاد زاوبة 8: 
- 8 ززأد5 

, 0 0 0 
“12040 - 8 امد 0.8596 _ (2240.4797 _ /2840 م224 ر © ملدة 

95 ]25 ]25 


ملحوظة: (حيث أن: © <5 و 4 زاوية حادة) 
(حيث أن "90>© +4 و9050< 8). 

تأكد من الناتج: '179250 -0 + 8 + 4 

الأجزاء المطلوبة هى: '30530 -4, '120:40 8 و 125 -ه. 

حالة /: بمعلومية الأضلاع التلاثة وباستخدام قانون جيب التمام, 
يمكن [يجاد أى زاوية وبالتالى الزوايا الثلا ثة. 

مسألة محلولة 10.7 حل المثلث 486 إذا كان: 25.22 -4, 31.8 (, 

4 -ه. انظر شكل 10-10. 


,25.2,37.8 ح 4 وملااع ,)8ق ماع مدن عط عاأم3 10,7 تمعتطوءط 501760 
10-0 عنواط عه53 .43.4 د »2 لمهة 


4 4 سءع 
شكل 10-10 
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الحل: 
لإيجاد زاوية 4: 


(652- :(43.4 + :(67.3 _ 2ه- 1+ ذم 


000 ا سس ده ع 4 5م20 


2110 4 - 0“ 


لإيجاد زاوية 8: 
67.8 - 05.2 + 43.4 ذف ذو ةع 


72 - 1617961 ود 2 .  -‏ 8 ومح 


“210 - 8 00ج 


لإيجاد زاوية 0: 


434 - (678+ مك6 _ ل نه 


5602-22 17 - 7 


“30 - © لمق 


تأكد من الناتج: ”0 -') + 8 + 4, 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الحادى عشر 
مساحة المثلث 


111261 2 01 12م 


فى هذا الفصل: 
كنا مساحة المثلث 
كن قوانين المساحة 


مساحة المثلث عأعصمه] 3 01 و4 
المساحة # لأى مثلث تساوى نصف حاصل ضرب القاعدة فى الارتفاع. 
وعمومًا يمكن إيجاد مساحة المثلث بمعلومية الأضلاع والزوايا للمثلث. 


قوائين المساحة 1115 413 


الحالتان 1 و11 المعطى زاويتان وضلع فى المثلث 2480 

48 عاع تهتنا 01 510 2 0ئهة ععاع2ة 150 21762 .11 0ه 1 وع25) 
يمكن إيجاد الزاوبة الثالثة باستخدام العلاقة: 1809 -0 + 8 + 4 ومساحة 
المثلث تساوى مربع ضلع من أضلاع المثلث فى حاصل ضرب جيوب 
زوايا وجانبى الضلع مقسومًا على ضعبف جيب الزاوية المقابلة لهذا 


الضلع, أى أن: 


2510 00000 251112 1 م 5111 2 
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الحالة 111. المعطى ضلعان من أضلاع المثلث وزاوية مقابلة لأحد 
الضلعين فى المثلث 480 
ل 1121 01 02 05166مم0 عاأعمة عط لتة د5ع510 50 2176 .111 0356 
42 عاعده1) 
يمكن إيجاد الزاوية الثانية للمثلث باستخدام قانون الجيب وتطبيق الحالة 
7" لإيجاد مساحة المثلث بمعلومية ضلع وزاوبتين من المثلث وفى جهة 
واحدة من الضلع المعلوم, ولذلك يوجد أحيانا حلان لإيجاد مساحة 
المثلث بمعلومية الزاوية الثانية وضلعين من أضلاع المثلث. ولذلك يجب 
استخدام أكثر من طريقة عند إيجاد مساحة مثلثين أو أكثر. 
الحالة 17. المعطى ضلعان من أضلاع المثلث وزاوية محصورة بين 
الضلعين فى المثلث 480 
)هل عاع سمه 01 عاعصة 0ع0نااعصذ غط) لصه 51065 0 ج15 .11 عكه) 
مساحة المثلث تساوى نصف حاصل ضرب ضلعين فى جيب الزاوية 
المحصورة بينهما. أى أن: 
4 عأ ©6(/!) 2 8 مهاد عه(/!) > ن) مأو طه(/!) - )2 

الحالة 7. المعطى ثلاثة أضلاع فى المثلث ©2486 

480 عاعسدتها أو دعقن عععط) عطا مع .77 عوو0) 
مساحة المثلث تساوى الجذر التربيعى لنصف المحيط مضروبًا فى نصف 
المحيط مطروحا من الأضلاع الثلائة كل على حدة. 

(- م[ - لزه - ع)م/. - ع 


حيث أن: 2 + م+ م)! د ى 
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مسألة محلولة 11.1 استنتج العلاقة: .4 مز ء5/') - انظر شكل 11-1. 
عكناع 1 ع536 الك ماد ع(/ة) د لك وأناصده؟ عط عنالمع1 11.1 سعاطوعط 5017560 


11-1 
8 
6 ع 
6 7 4 
0( 
شكل 11-1 
الحل: نفرض أن الارتفاع هو / فى كل من الشكلين حيث أن: 4 مأوء -/ 


4 ناد عط(ك/!) د إط(!) ع غ] 


مسألة محلولة 11.2 استنتج العلاقة الآتية: 


176 عال2ء10 11.2 تدرء[طوم لع اوه 


0 
8 سلوق مأو ©ع 
2512 


الحل: من المسألة المحلولة 11-1. 4 هنوء5(/') -86. 
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8 واوء 
51 


ومن العلاقات السابقة نستنتج أن: 


8 متوق مأو 2ع ْ4 ب 2مالوء 
25111 510 


(/ا) > 4 زر ع5(!) - )ل 


مسألة محلولة 11.3 يحتاج دهان حساب مساحة سقف منزل جملونى 
الشكل إذا كان الشكل عبارة عن مثلث طول كل من ضلعيه المتساوبين 
2 قدم وزاوية الرأس لتقابل الضلعين هى "105. 

لدع ع1ط2ع عط 04 دععة عط 500 0 ذلعع2 2167[هم ف 11.3 ممعاطوعط 50170 


5 11/0 11لا عأعهمدتنا 2 15 )1 11 عاأطدع عط 01 دعة عغطا 5أ أقطلما ,ع5نا0ط 2 014 
7ع *105 2 )2 اأعع2: أقطا )1 42.0 01 


شكل 11-2 


الحل: من شكل 11-2 نستنتج أن: :442,018 و 4208 ناو "105 -0. 
ماد له(/1) - ع 


55 زد (1/()42()42) - 
2 852 
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مسألة محلولة 11.4 ثلاث دوائر متماسة من الخارج وأنصاف أقطارهم 
هى 3.005 وتاه 5.0 وص 9.0 على الترتيب. اأحسب مساحة المثلث 
المكون من توصيل المراكز للدوائر الثلاث. 


ع3 تت 9.0 320 ,5.0 ,3.0 لله طاذت وعلعيك عععط1 11.4 تسعاطوعط لعجزو5 


عمتماهز برط لعممم؟ عأومدنة عط غه مععة عط 5 غقط/11 أمععهما) لإالقمعنءء 
7 تأعطا 


شكل 11-3 


الحل: فى شكل 11-3 نستئتج أن: هن 8 ح 6 ىق لك 12 - 5 و من 14 دع. 


2 


حيتت ان: 


1 17 - 0 + م + 4)كا در 


(»-8()5- ك)(ه- ى)ى/, - 15 


2 /1707-8(07-12(17-14( 
5 


أدص 48 ع 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الثانى عشر 


الدوال المثلثية العكسية 


1117155 01 1 115011011111 015 


فى هذا الفصل: 
كا علاقات الدوال المثلثية العكسية 
كا منحنيات العلاقات المثلثية العكسية 
كا الدوال المثلثية العكسية 
كا مدى القيمة الأساسية 
كا القيم العامة للعلاقات امثلثية العكسية 


علاقات الدوال المثلثية العكسية 
1215 11150110111111 1117152 
المعادلة: 
لا 518 ح عر 
نعرف قيمة وحيدة ل من + لكل زاوبة من زوايا رز المعطاة فى المعادلة. 
ولكن عندما تكون + معلومة يحتمل أن لا يكون هناك حل للمعادلة أو 
توجد عدة حلول. وعلى سبيل المثال لا يكون هناك حل للمعادلة عندما 
2 -+ حيث أن جيب أى زاوية معلومة لا يزيد عن الواحد الصحيح. 
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وعندما ,/' -+ يوجد عدة حلول للمعادلة. 
وهى: ... ,3300 ,2105- ,5105 ,1502,3907 ,305 > نر 
1 1أق320 > بر 


وبالرغم من استخدام كلمة عقة فى العلاقة السابقة فإنه يمكن تعربف 
ز بالزاوية التى جيبها مساوبا * وبطريقة مشابهة يمكن كتابة العلاقة: 
د 826609 - زر حيث أن ل 005 ح يز قز 3018 > لز حيث أن /( 88 د عر 
17" 

والعلاقات الرمزية + ' هذه -ر و «' 2-005 يمكن قرأتها على أساس 
معكوس الجيب للزاوية *. ومعكوس جيب التمام للزاوية « يمكن 
استخدامه أيضًا عند كتابة العلاقات المثلثية العكسية. ولكن يمكن أن 
يحدث خلط بين العلاقة + ' مزه والعلاقة '(هذة) -+ مزة/1. ولذلك يجب 
العناية عند كتابة الأس السالب للدوال المثلثية عند الحاجة إلى ذلك. 


منحنيات العلاقات المثلثية العكسية 

55 111501101116111 1117156 عطا أه كقطمة) 
منحنى العلا قة: + ماوعمة - ر هو نفس المنحنى للعلا قة مزه -+ ويختلئف 
عن منحنى العلاقة + هزه عر حيث أن ورتم نبديلها. ولذلك فإن 
المنحنى + «نوحمة - بر هو عبارة عن منحنى الجيب مرسوم على المحور 
الصادى بدلا من المحور السينى. 

ويالمثل فإن.منحنيات الدوال المثلثية العكسية الأخرى هى نفس 
منحنيات الدوال المثلثية مع اختلاف أدوار * و ر. 
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الدوال المثلثية العكسية 
75 111801101116112 1111715 


إنه من الضرورى اعتبار أن العلاقات المثلئية 
العكسية دوال. (وهذا يعنى أن أى قيمة من ر 
تناظرها قيمة وحيدة مسن ( ولعمل ذلك سوف 
نختار واحدة من الزوايا تناظرها القيمة المعطاة 
من «. على سبيل المثال عند «/! -+ سوف نختار 
قيمة 76 -( وعندما «/'- -+ سوف نختار قيمة 
6- -(ز. وهذه القيم المختارة الأساسية سوف تحكم العلاقة + منوعة 
و < ومععقة» إلخ. والرموز المرادفة لعلاقات الدوال المثلئية العكسية هى. 
“ملق علوم عر هماء إلخ. وأجزاء المنحنى حيث القيم الأساسية لكل من 
العلاقات المثلثية العكسية موضحة فى شكل (©)12-1 إلى (/) بخط واضح وسميك. 

عندما تكون + موجبة أو مساوية للصفر فى وجود الدالة العكسية فإن 
القيمة الأساسية هى قيمة ‏ الواقعة بين 0 و 2 كاملة. 


لقاا1ة ع بر د لمعنه ع بر 
(0) . )2( 


1 عن عد نز 


تابع شكل 12-1 


مدى القيمة الأساسية 8 علد ؟؟ -لممأعمترم 
اختلف المؤلفون فى تعريف القيمة الأساسية للدوال العكسية عندما تكون 
قيمة * سالبة. والتعاريف المعطاة هى الأنسب لعلم التفاضل. فى معظم 
الكتب لعلوم التفاضل تعرف الدوال المثلثية العكسية على أساس أنها 
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القيمة الأساسية العكسية ولا تستخدم الحروف الكبيرة (060ام1 لقاذمه») فى 
رموز العلاقات العكسية. وعمومًا لا تسبب الدوال العكسية أى مشاكل 
عند دراسة علم التفاضل. 


القيم العامة للعلاقات المثلثية العكسية 

١21115 01 10715 1115011011111 015‏ لداع 
نفرض أن «ر هى دالة مثلثية عكسية لها علاقة مع + وحيث أن قيمة 
العلاقة المثلثية العكسية ( معلومة فإن هناك وضعين يمكن تحديدهما 
بالنسبة للضلع الخارجى للزاوية با. نفرض أن ,نز و ,اهما على الترتيب 
الزوايا المحددة بوضعى الضلع الخارجى ولذلك فإن القيمة الكلية 
للزاوية «ر المكونة من الزاويتين ,ا و ,لامعا ومع كل الزوايا المطابقة لهما 
هى. 

7 + و كله 207 + رز 


حيث أن ” هى أى عدد صحيح موجب أو سالب أو يساوى الصفر. 
وإحدى قيم زو زيمكن اتخاذها دائمًا القيمة الأساسية للدالة 
مسألة محلولة 12.1 أوجد قيمة كل من الدوال الآنية: 
:111 عط 01 أعدء 226 ا 1 تمعاطمع2 50160 
[(3/4-) مأوععة]هها () لمة ,[(2/3-) 5ومععقة]هزة () ,(3/5 ماقععة) 205 (2) 
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شكل 12-2 
(©) نفرض أن: 3/5 مزوعمة - 26 إذن 3/5 -0 هنزو 
من الشكل (12-1)8. الوضع القياسى لزاوبة 0 فى الربع الأول. 


5/ - 0 05» > (3/5 12أ3525) 205 


(5) نفرض أن: (2/3-) وممممة - 20 إذْنْ 2/3--6 وم 
من الشكل (12-1)0. الوضع القياسى لزاوية 6 فى الربع الثانى. 
3/ 5 2 6 داز ع [(2/3-) 05ع3856] 9زو 
0) نفرض أن: (3/4-) «أوعمة -0, إذن 3/4- -0 مذ 


من الشكل (12-16. الوضع الفياسى لزاوية 6 فى الربع الرابع. 
128 - 


7 - خ ‏ 7و / 3- د 4 هها > [(3/4-) ماوععة] هذا 


مسألة محلولة 122 أوجد قيمة ما يأتى علقسلة؛5 12.2 سعاطممط نام 


(4/5 قأوععة + 12/13 «وأوعكة) راد 


شكل 12-3 


الحل: نفرض أن: 
3 م«أوعمة - 8 
5 ملوعكة - م 
ومن الشكل () و (12-2)0 نستنتج أن زاوية 6 و 0 تقعان فى الربع 
الأول. 


(© + 6) هزة - (4/5 «زوععة + 12/13 دأوعىة) زد 


(قانون المجموع) 0 هزز 6 205 + 0 005 © 15و - 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


الفصل الثالث عشر 


المعادلات المثلكية 


جه 


1115011011111 5 


فى هذا الفصل: 
كلا المعادلات المثلثية 
كا حل العادلات امثلثية 


المعادلات المثلثية 005 1115011011212 


بي 


المعادلات المثلثية هى المعادلات التى تشمل دوال النسب المثلثية 


(©) معادلات متطابقة أو متطابقات وتحققها كلل الزوايا غير المعلومة 
المعرفة بالدالة. 


(5) معادلات شرطية وتحققها بعض قيم الزوايا الخاصة غير المعلومة. 
وفى هذا الفصل سوف نستخدم مصطلح معادلة ده0وناوء 
بدلا من المعادلة الشرطية 01س 0000/0231 . 

ولحل المعادلة المثلثية 0 - هاة لإيجاد قيمة 
الزاوبة ‏ التى نحقق المعادلة يوجد حلان للمعادلة 0-<+هزة وهما: 2-0 


إذا كان هناك حل للمعادلة المثلثية المعطاة فإنه عمومًا يوجد عدد 
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غير محدود من الحلول للمعادلة ولذلك فإن الحل الكامل للمعادلة: صو 
0 -+ معطى بالعلاقة الآنية: 
+7 2 بر 2# +0 عدر 


حيث أن #: هى أى عدد موجب أو سالب أو يساوى الصفر. 


حل المعادلات المثلئية عدو ددان1 عتأعسمصمعتا' وستحاوك 
لا توجد طريقة عامة لحل المعادلات المثلثية» لكن تنوجد عدة خطوات 
فياسية موضحة فى الأمثئلة الآنية وخطوات أخرى موضحة بالمسائل 
المحلولة الآنية. وكل الحلول سوف تكون فى الفترة 27 > مك 0. 
(4) إمكانية تحليل المعادلات المثلثية 
عاطوعماع2؟ عط 2139 مسمتأقتاوء عط (4م) 
مسألة محلولة 13.1 حل المعادلة المثلثية الآتية: 
:1.1 ةم 501760 
0 (2 05 مآة 2) - 512 
الحل: حلل المعادلة: 0-+005هزة 2 -: هزة 
ليكون نانج التحقيق به 0 (2 005 2 - 1) + مز 
بمساواة ان عامل من عوامل المعادلة بالصفر يكون النانج: 
5 ,0 دعر لضة ‏ ( 5111330 
003 -<عر لظقة ‏ ( 27ر05 ( 320 (0530 01-2 
وبالتعوبض عن قيم 1 فى المعادلة الأصلية: 5م . + هزة 2 -+ هزة 


عند 1-0 0 - 0 - ع ومح بداوزو 2 - عر مزهو 


عند 1-1703 0 > (/)) 570 3أدي/ا د بر ومه د هلو 2 - عر هأة 
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عند 2-7 0 > (1-)(2)0 - 0 مع 05ج عر ززو 2 - عر زو 


عند 57/3-< 2-0 2/3 - 3ه ويا- د بر ووه جد ملو 2 - عر وزأة 
إذن الحل المطلوب فى الفترة 270 >> 0) هو: 0 -ن 5/3» 5 و 55/3, 


(8) التعبير عن الدوال المتنوعة بالمعادلة بدالة فردية بسيطة 
5 2123 011261011 116 12 11118 1لاء0 111112110115 73210115 ع1 (8) 


ْ 03 512816 2 01 كترء) دأ لعدوعء مر 
مسألة محلولة 13.2 حل المعادلة المثلثية الآتية: 
:501176 :13.2عامسمدظ لع ج[اه50 


0 >2 مها + ع ععة5 
الحل: بضرب طرفى المعادلة: 


1 5111 1 
4+ 
6005 «*« 051 


فى +« دمه ليكون ناتج الضرب: 

1[--2مزة +60 (0<-2+مزو+[1 
وبحل المعادلة يكون الناتج 02 -ه+. وليست الدوال +«ءه5 و +88 معرفة 
عندما 35/2 -: ولذلك فإن المعادلة ليس لها حل. 


0 


تح را قة) + عن 566 


(©) تربيع طرفى المعادلة 


5011250 216 211011نانء عط 1ه كنتعط ترعدم طامظ (0)) 
مسألة محلولة 13.3 حل المعادلة المثلثية الآتية: 
50117 :13.3علمتددد1 501760 


[ -:2 و20 +2 زو 
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الحل: إذا اتبعنا الخطوات المستخدمة فى الطريقة (8) سوف تستبدل 
:ون بالمقدار » 2:مء-20/1 أو تددهء بالمقدار » 2هزه-41+ وبالتالى 
سوف تظهر مشكلة الجذر فى المعادلة. ولتجنب ذلك نكتب المعادلة 
على الصورة الآ نية: 
005 - 1 > م اراد 
وبتربيع طرفى المعادلة يكون الناتج: 
بر 2و0» + ير 5م 2 - | د بر 2زرزق 
بز 2و0 + نر ومه 2 - 1 ع بر 2ووع - [| 
0 >( -: ومع) 2 005 2 2 ير ؤم 2 - بر 73و20 2 


من المعادلة. 0<مروم, 7/2 -ن 37/2 -:ع. 
ومن المعادلة. 1< ومع, 0< 


وبالتعويض عن قيم + فى المعادلة الأصلية: 


عند 2-0 1[ 0+1 ت ر ومع + زر وزع 
عند 7/2 در (1[1+0 2 بر 5مك + نر راو 
عند 32/2 دير 1[ 0+ [1- > بر ووع + نر زرزو 


ولذلك فإن حل المعادلة هو: 0-+ و 7/2 ع:. 
وقيمة 37/2 -+ تسمى حل إضافى للمعادلة النائجة من تريبع طرفى 
المعادلة الأصلية ولاحظ أن المعادلة: 
برثومن جر ومع 2 - [ دعر رزو 
يتم الحصول عليها بتربيع طرفى المعادلة: 1 -:5م ند دأو 
ولذلك فإن 35/2 -+ نحقق هذه المعادلة الأخيرة. 
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(0) الحل باستخدام القيم التقريبية 
5 107111266م0م3 ع3 5د13)10أ50 ((1) 
مسألة محلولة 13.4 حل المعادلة المثلثية الآنية: 
:207 :13.4ء لمتطقيد1 501720 


3 1م45 
الحل: من المعادلة: 3-+مزة4 
نستنتج أن: 5 ح- يل ح عر الأو 
والزاوية المنتسبة هى 0.55 والحل بالنسبة لقيمة + هو: 

09 - 0.85 -3.14 - 0.85 - م و 0.85 ع 
ولتحقيق الناتج فى المعادلة الأصلية: 
عند 20.85 3 2 - (4)0./5313 - 0.85 مأو 4 
عند 2.29 2ب [(2.29 - 3.14) هأو]ك 2 2.29 زرزو 4 
3 > 2.0052 > [4]0,7313 ت [0.85 5أ5]كه - 

وعند استخدام الآلة الحاسبة يمكن حساب 2.29 هذه مباشرة ولذلك فإن 
ناتج: 1-3 -- (4)0./513 > 2,29 الزة 4. 


وناتج الحل لأقرب رقم مثوى دائرى هو 0.85 و 2.29. 


> ملاحظة 


التقربب : ليوضح أن الناتج يساوى تقريبًا القيمة المطلوبة. 
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(5) معادلات تشمل مضاعفات الزاوية 
عآ228 16م 1111نت 2 012262125 1]011201013 (1) 
مسألة محلولة 13.5 حل المعادلة المثلثية الآنية: 
:7 :13,5 [متصودظ 5017960 


0 - 1 +ع وزة3 -22 ومح 
الحل: 


0 > ] +ع مزة 3 -22 ومح 


بالتعوبض عن 2# 05©: 0 - 1 + ير مز 3 - ( مز 2 -1) 
بضرب المعادلة فى (-) 0 >2 + جرم 3 -ع 2مزو 2 - 
يكون الناتج: 0 -2 -2 مز 3 + ع 5102 2 


0 > (2 + : ماة)(! -: ماو 0) 
ومن المعادلة: 2510-1-0 
1 : 
/ -5111 
6 < 2 و 776 ع 


ومن المعادلة: 2-0 + هزة 


1-2 192و 
لا يوجد حل للمعادلة حيث أن: 1 >2 ناز > 1- لكل قيم 1 
ولذلك فإن حل المعادلة المطلوبة هو: 586 و 776-*. 
(5) معادلات تشمل أنصاف الزوايا 
5 2211 ع01112111128© 011132610115:] (”"1) 
مسألة محلولة 13.6 حل المعادلة المثلثية الآنية: 
7 :13.5عأمصده:ا 501950 
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1 <ع(و/!) مذو 4 
الحل: 
1[ - عر(/) 2مزو 4 
بقسمة طرفة المعادلة على 4: د ر(/!) وزو 
وا - عر(و/!) اذو 
قيم * المطلوبة فى حل المعادلات المثلثية تكون خلال الفترة: 2 > > 0 
ولذلك فإن قيمة + المطلوبة فى حل المعادلة فى المثال السابق تكون 
خلا ل الفترة ج >(/!) > 0. ش 
من المعادلة: 
6 فمة 06 - ع (و/!) ج/! - عزج/ ) هذ 
03 دغر 320 1-3 
ومن المعادلة /!)- -:(ر/!) دزة. لا يوجد حل للمعادلة حيث أن: 
0< +/) هن لكل قيم + خلال الفترة ‏ >+(:/') > 0. 
لتكون قيم + المطلوبة هى: 7/3-+ و 55/3. 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


قائمة المصطلحات العلمية (إنجليزى/عربى) 


الإحداثيات 0165) 
فى المستوى عمقام 3 دأ 
على الدائرة عاعتك 2 مه 
على خط عمذا هوه 
جبب التمام 00515 
زوايا متطابقة 731نمء ه60 
رط 
درجة 11 
زوايا الانخفاض 5 1655105م106 
مستقيم متجه 1[ لعاعع الآ 
بعد 2 01 عع2ة)015آ 
1 
زوايا الارتفاع وءلعمة متاق 6 81] 
المعادلات لآ 
5( 
زاوية الرد بع الأول عاعصة أههلدسن غ55 
قوانين 101111 
جمع الروايا 5 01 200111011 
مساحة المثلث عأعمةتها 2 01 قعق3 
ضعف الزاوية عاعهة-ء | طناهل 
نصف الزاوية 5311-38 


15 3200 512265 01 10010015م 
حاصل ضرب الجيب وجيب التمام 
65 01 102اع5]53لا5 


طرح الزوايا 


(4) 
الإحداثيات 8م 
الزوايا الحادة و أعطة فأناعة 
الضلع المجاور 510 أمع0[30م 
الملا حة الجوية 0ع 531/1 عتم 
السعة ممم 


5 مم لمة دعاعدم 
الزوايا وتطبيقاتها 
السرعة الزاوبة 


الأعداد التقريبية 5مءطتناه عأقدنادهرممم 


7610117 35 اناع مم 


طول القوس طاعمع! ممم 
مساحة القطاع 607 013 63م 
مساحة المثلث عأقضةك! 3 01 وعكم 


8 


6 310 5متطقمه3)1[ع: عزكه8 


العلاقات الأساسية والمتطابقات 

الاتجاه الزاوى 8معوء8 
)0( 

الدوائر وع1عة© 

الدوال المرافقة مم نع ملام 


1 317 لع 1م6002 

الزوايا المتتامة 
مركبات المتجه :م0اء6 2 01 5ا0260م0018) 
5 00201110231 


المعادلات الشرطية 
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مقياس العدد لدع 162 نال 
)0( 

المثلثات المائلة 185 عناونا 0 

العدد التخيلى 0268 

الضلع المقابل 6 0516مم02 

إحداثى عنقم تل 0 

نقطة الأصل مذع 0 
2 

الدوال الدورية 5 0م26 

زاوبة مستوية عاعمة عمواط 

تطبيقات عملية 85مئاهعناممة اوعناعةعط2 


21-1721016م221501 
القيمة الأساسية للمدى 


29013801631 15 


علا قات فيثاغورث 
)00 
زوايا ربعية 5أعمة لقاهة:30 00 


5 6ط 01 كمع أو أمة0030) 
الإشارات الربعية للدوال 
م تطذكمه لقاع ]م6 1أ0نا0) 
علاقات ناتج القسمة 
1 
دائرى لكا 
8 ]0 جماعء/ 1]]3011005 
المتجه نصف القطرى لنقطة 
ومتطكهه2)1اع؟: لدعم ماعع] 


الزوايا السالبة 


م 5عطزة 01 ععرع 0111 300 انار 
02265 
قوانين الجمع والفرق للجيب وجيب التمام 
)© 
الزوايا العامة 
65 73106 ل10اع 1 0117 
قيمة الزوايا للدالة 
المنحنيات 


قعلعقة لنجعوع) 


5م012 
)01 


كأكاطة 76111221 220 110202 
نقل المحاور الأفقية والرأسية 


الوتر 1061 
,1( 

المتطابقات 111 

المستوى المائل ع0ةآم لءدتاءمآ 


5 عنناع8003 م 01 وع5ا1117 

الدوال المثلثية العكسية 
1 

قوانين جيب التمام 5 ]0 هآ 

قوانين الجيب 


[31197 015 5 


5 1116آ 


تمثيل الخط المستقيم 


(8) 
قياس الزوايا 5 ]0 165لاقة116 
دقبقة 1111 
(80) 
داع 76 1أهعء21 
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عأ328 عأناع2 الة 01 025 ع للا عمأعدره1118010' 
الدوال المثلثية للزوايا الحادة 
5ل 1/0 01 1025أ7نا1 عماء2012مع111' 


الدوال المثلثية لزاويتين 


)0 
الدوال غير المعرفة 55مناعءمنة لعماء0م0] 
فق 
قيمة الدوال 5 101 وعنالة/ا 
المتجهات 0ع / 
جمع المتجهات 1/6001 
تحقيق المتطابقات ‏ 5ه م106 عمنقمءلا 
الر أس 37/1 
6 
الإحداثى السينى 260001 
0( 
الإحدائى الصادى 0101 لا 


0 001018866 عقأتاع مقاءع ]1 
نظم الإحداثيات الكارتيزية 
عآناء3 20511116 01 72]1005نا1 0 مهنع نالع ]1 
اخالاليك 
الاختصار لدوال الزوايا الموجبة الحادة 
الزوايا المنتسبة 
المحصلة 


وعاعمة ععمعععاع1] 
أمة][ناوع ]1 


5) 


5 01 511101111221011 
تبسيط التعبيرات 
1 نابلك 
5ن 51116 
65 0511105م 510310350 
الوضع القياسى للزوايا 
4 
5 112أ111801101116 
المعادلات المثلثية 
عاعمة لدععمعع 2 0 كمه تأعصلط عماعم هرمع 121" 
الدوال المثلثية للزوايا العامة 
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7., 216521112 ناما بارا انا 
منندى محلة الإبنسامه 


لمعه معنا الننالتلا 


710115اع أله | /وعل0نن6 إلنذ؟ 


... ©111أ6 علطا عامط ع*دممك رامرز مع طلا 
أع00"ع عدخ لمعه |١ذأأد‏ باه/ز آناط 


300 ,060[65ط1لاع1 /[ألأواعنلا 1نناه110] 70أطونامام 5'نامط 0تاعم5 10 لاؤناط 100 15 |١٠١8‏ ناملا ]| 
إناملا 101 أعع1'عم ١5‏ ©١أ|آانا0‏ /[ا35قع 5©/17310111:5 ,111نا01© 10 14لا لا0لاأ5 لازعلاع 0ع76 ناملا 
//01! 10 0عع72 ناملا 36آللا ناملا 765٠أ0‏ ع0أنان لإا0ناأ5 1010106-لوأط ,رعع25ع50ممع-(عمنا5 كلط1 

.1 عطأ آه ورمااأع ةق 3 دأ 


مم2١‏ - اع مناد 


05 ل تاأطضققع! للاعتر نو 0أأاءعاع كاعم عم !أن 0 بزموع كلتطا ,لالبأ5 عباأاعع؟؟ع كاعأنان :10 أاأنس8 
.31110111211 310051 310 "ناآ ,5351 لاأأع 110011011 وطاءع027351 عكلقتت أقطا 


لاناععم5 
لاط 5ا60ه9ط "ناملا !]اللا 0ا6م5 10 لعع75 ناملا علطلا عط لعطذذاذ 5أرعم<<ع بال ب ؤ5-كاء انا © 
5 .ل/لا201كا 10 ناولا 5أععملاع 5501ع01(م عط 3|15أألمع5ذ5ع عط مغ بلإرأع1005010:] نورأعبالعم 
05 1235011110 300 ,الاع الا 62117اع-عام ,|2126 معام أ5ع1 101 أععأنعم 5أاع ألا 0 بزووع 
.21105 نا 5 1217© 1351-16 


1737 لاذلنا 0٠لا‏ 


0/ل | ر5ع0أنان لع1-512أنا؟ 17:5نا3طل5 01 0111 كنات عط 01 1009 ناولا أن دع أ/انا0 برووعآط 
.005 326301716 أ5علطواط علطأ 10 لأزمنلا عط 0اناه3 


8ع /لا0ه لادانا1 5 1-885١.‏ 286) 6م852 
انالا 3 لإلاأع02017ن1!! لالناأ5 ناملا 5اعا 00600 /ا5ك3قع ذ5اأط؛ ,عاط3غ:هم 3050 أع3ملره © 
إعادا 014 ع1 15عي 500810115 
1ع ط-1 302 نلا ناولا 36آللا ناه لا 0|107 01/1175 لزقوع 0171:5ا1 56/173 .ذا لرهغغأهط عااجا 5 ناع ا 


!117 عع؟ئ7 00 350 كا هنلا 5ذ5عا| طأابلا ردع0130 


[1أ 171901101116 أ0 عت أأانا0 بزموع 11:5اناة5/1 .لإةللا ل351ع عط لإ1أأ010117ن1:] 01 ععصوؤو5ع عط[ أ 
© 200 ,000615ز[ /[161101 ,5]53110115نا||أ 01 لإاأضصعام لاأأانلا 100201711 ,21351 ناملا 5ماعط 
101 211011أنامع: 561210111:5 لاط ععكاءع823 .5عنانأ0لاعع1 ولأاعدع1 ورماأغأم:10-36560أم 3 بأدعبتاعم 
5 0 ناأ5 .51نا:آ 35850 10 لآلا 0115 ناأ5 014106 لإاعناأ5 ع7طغ 15أ كتلطأا ,نا1أأ 0ط ]نات عألرع3630 

إأأ مفعع2 لإاعطة معطلا معطأ 02] معط عط 0غ عدامن 15 5 7الاقطع5 1هط) لامكا 


ع|/)5 لإألداع 5100-11 ٠‏ 85 لإ0لاغ5 )أء نا ٠‏ 
مع'ام أوعغ “5ط غععامعه ٠١‏ وعاطه ععءصداع-2-)8 ٠‏ 


65 1م00 مم 101001 76 


0 145 52 2 ا : 15 59 زوع. أأاطء تيع عم . وعاممط لاه :أن ذلا أأدالا 
:لاط واكع؟ عأطهخم 
ممم 
9 ' 222006 "6 


تله 71125171161115[ أه "تلت أنت) “زم عكاتم لط [4 11116101101 


كبا 
دج 
9 يليا 017 | 


الريي؟ 


